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Vitej v Jamé Ivové! Jsme korespondenéni souté? na pomezi matematiky a informatiky pro zaky 6. — 9. tfid ZS a odpovidajicich ro¢nik
gymnazii poradana jiz patnactym rokem Ceskym vysokym ucenim technickym v Praze.

Souté? je rozdélena na dvé kategorie, Mladsi (6. a 7. tfida) a Starsi (8.2 9. tfida). Sklada se ze ¢tyf kol, v kazdém na Tebe Cekaji dvé zaludné
Ulohy a jedno rozsahlejsi tématko, kde Té zasvétime do urcitého zakouti matematiky, fyziky nebo informatiky. Na léto je pro soutézici
prichystan jedinecny letni tabor. Kapacita je 24 icastnik(i a prednost dostanou ti s lepsim umisténim. Nez se vrhnes do feseni, mrkni na
pravidla.

Vice informaci o nas najdes nahttps://jamalvova. cz a dale na Facebooku a Instagramu.

Novinky v 15. ro¢niku

V letosnim ro¢niku se méni struktura kol a Gloh. Zadani kazdé kategorie se noveé sklada z dvou kratsich Uloh a jedné rozsahlejsi tlohy,
které budeme ftikat témdtko. Tématko se vénuje konkrétni oblasti matematiky, fyziky ¢i informatiky a snazi se Ti ji pfiblizit pomoci
nékolika poduloh. Doufame, zZe se Ti tato zména bude libit a radi od Tebe uslysime pfipadnou zpétnou vazbu.

Své feSeni nam podli do 4. prosince 2023 prostiednictvim stranek soutéze, nebo na adresu:

Odbor PR a marketingu — Jama lvova
Rektorat CVUT

Jugoslavskych partyzanti 3

160 00 Praha 6

Hodné $tésti a bystrou mysl pfi feSeni pieji

Alenka, Bétka, Honza, Honza, Kata, Kobi, Lenicka, Linda, Lada, Lida, Martin, Matéj, Mdja, Rézi, Zuzka a Zuzka


https://jamalvova.cz
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Kategorie mladsi
Uloha 0A Byrokraticka (2 body)

Utedniho $imla Honzika i jeho kolegy velmi unavuje neustélé tiidéni a prebirani Gloh. Posledni dobou musi do-
konce délat prescasy a zlstavat v kancelafi pies noc. Rozhodli se tedy, ze budou vyzadovat, aby mély vsechny
Ulohy opravdu spravny format. Pomoz Honzikovi tak, ze Tvé Glohy budou splhovat pozadavky uvedené v ivod-
nim textu. (Tedy kazda bude na samostatném listu papiru A4, nadepsana jménem, pfijmenim, emailem, tiidou
a nazvem $koly a cislem Ulohy. Tématko, ac je déleno na podulohy, prosim odevzdavej jako jeden celek, tedy
jako by to byla jedna velka dloha.)

e
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Chces-li si ulehdit praci s nadepisovanim hlavicky a odesilanim obalek, muzes sva feSeni po prihlaseni nahrat
na stranky Jamy Ivové jamalvova.cz. Ale pozor! Pouze ve formatu PDF! Pokud bys mél jakékoli problémy,
napi$ ndm na e-mail (jamalvova@jamalvova.cz).

Uloha 1A Levacky autobus (5 bodi)

Zviratkaim z Pravé Vesnice se omrzela prava strana, a tak se rozhodla pfihlasit do unikat-
niho projektu That’s left! a vytvorit nejdelsi trasu vyhlidkového autobusu uskutec¢nujiciho
prohlidky historického centra sidla v celém Levém kraji. Zviratka v soutézi bojuji s tvrdou
konkurenci, ale maji k dispozici ty nejlepsi architekty, projektanty a logistické pracovniky,
ktefi na planu Levé trasy usilovné pracuji.

A jak by takova trasa méla podle pozadavki organizator( soutéze That’s left! vypadat?
Musi byt zkratka a jednoduse nejdelsi. Mésto se sklada z 25 stejné velkych blok s ctver-
covym pldorysem o strané dlouhé 100 m. Bloky jsou usporadané do ctverce 5 x 5. Trasa
musi za¢inat a kondit na kfizovatce u radnice (viz obrazek). Vyhlidkovy autobus samoziej-
mé neumi zatacet doprava, takze na kazdé krizovatce se da jet pouze rovné, nebo zahnout
doleva. Autobus také nesmi projet tou samou ulici vice nez jednou, protoze by byla jizda
moc nudng, na stejné krizovatce se viak autobus vice nez jednou objevit smi.

Pomuze$ projektovému tymu odbornikl naplanovat 3 mozné vyhlidkové trasy s minimalni délkou 3 600 metrd, které splnuji vSechny
vySe zminéné pozadavky? Je mozné, aby se pfi takové vyhlidkové trase turisté podivaly do vsech koutl (= roh() mésta?

Obrazek 1: Mapa mésta.

Uloha 2A Kuli¢ky (8 bod®1)

Beruska Bétuska je vasniva sbératelka. Chtéla by zadit ve velkém sbirat kulicky, a proto si vytvorila plan:
prvni den si koupi tii a kazdy dal$i den o tii vice, nez den piedchozi. Doma si je bude skladat do ¢tver-

/ cové miizky, prvni den do prvniho fadku, druhy den do druhého radku a kazdy dalsi den do dalSiho
fadku.

vy

Po n dnech uz ji ale rozloha uschovavaci mrizky zaéne prekazet, takze by si chtéla kuli¢cky presypat do
krabice, na kterou napise, kolik jich tam je. Pomuzes ji kulicky v krabici spocitat?


jamalvova.cz
jamalvova@jamalvova.cz
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Tématko 3A Pocitani se zbytky (celkem 10 bodil)
Déleni se zbytkem pravdépodobné znas z prvniho stupné. Clovék zkratka déli (tfeba pomoci déleni pod sebe), a kdyz vysledny podil
nevychazi hezky, oddéli se stranou maly zbytek jako jakasi ,chyba“. V tomto textiku se Ti pokusime nabidnout ochutnavku toho, co se
zacne dit, pokud se naopak zaméfime pravé na zbytek po déleni a nebude nas zajimat samotny podil.

Jak to bude fungovat? Budeme mit zvoleno néjaké ¢islo m, které bude predstavovat délitele, podle kterého zbytky bereme — fikame mu
modulo. Vezmeme-li napf. m = 12, pak se divame na zbytky po déleni dvanacti. Napfiklad ¢islo 29 dava po déleni zvolenym m zbytek
5 a dovedeme ho tedy zapsat jako 29 = 2 - 12 + 5 (islo = nasobek modula + zbytek). V realném svété praveé takto funguji rucickové
hodiny: neukazi nam celkovou uplynulou dobu od dané chvile ale pouze jeji zbytek po déleni dvanacti hodinami. Ruci¢ky tedy 29 hodin
po ptlnoci ukazuji stejné jako 5 hodin po pulnoci.

(7 7/~
o ©o e o O
o O e o {
29 =2-12+5
o o e o ([
Cislo = nasobek modula + zbytek

o o L ] o
o o e o ([

\_/
o o e o

Obrazek 2: Co ptesné znamena 29 = 5 (mod 12).

Viechna celd ¢isla se nam timto seskupi do rodinek, které davaji stejny zbytek. V rodince ¢isel davajicich zbytek 5 po déleni dvanacti tak
bude tieba pétka samotna, dale 29, ale také 17 a 41, 53, 65 a tak déle — skakanim o dvanact budeme dostavat dalsi ¢isla se stejnym zbytkem.
Opomenout nelze ani ¢isla zaporna: skoky od 5 o dvanact nize ziskame —7, —19, —31 a tak dale. Brat zbytek zaporného celého ¢isla po
déleni dvanacti neni o nic méné smysluplné nez brat zbytky kladnych celych cisel — stale se o spravnosti zbytku 5 po déleni dvanacti
dovedeme presveédcit vyjadfenim —31 = —3- 124 5. Matematici témto ,rodinkam podle zbytkd" fikaji zbytkové tridy. V tomto odstavci
jsme tedy jen obsirné popsali, ze ¢isla 5,17, 29, ... astejné tak —7, —19, ... lezi v té samé zbytkové tiidé modulo 12. Vztahu, kdy davaji dvé
Cisla a a b stejny zbytek modulo m, se téz iika, ze ,a a b jsou kongruentni modulo m®, a pro kratky zapis se vzil symbol ,trojitého rovnitka“,
pfi¢emz modulo se pfipise do zavorky: pieme a = b (mod m).
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Obrazek 3: Dvé rlizné zbytkové tfidy modulo 5.

Poduloha i) (1 bod)
Kolik zbytkovych trid modulo 2023 celkem existuje?

Dosud by sis mohl(a) pravem fikat, ze tohle viechno je jen spousta nazvoslovi bez skute¢né matematické novoty. Klicovou vlastnosti
poditani se zbytky je to, ze kdyz nas na vysledku piikladu se s¢itanim, odecitanim a nasobenim zajima jen jeho zbytek po déleni, pak
i u vsech jednotlivych ¢isel ¢i mezivysledk( vypoctu mizeme poskocit o modulo a usnadnit si tak poditani. Uvedme na prikladu.

Opustme nyni po¢itani modulo 12 a zvolme si pro ozvla$tnéni tfeba modulo m = 7. Dejme tomu, Ze chceme spodist 71 - 7001 (mod 7).
Samoziejmé vzdycky mlzeme zatnout zuby a nasobenim pod sebe spocitat, ze 71 - 7001 = 497 071, a posléze se neméné Umornym
délenim pod sebe se zbytkem zjistit, ze 497 071 dava po déleni sedmi zbytek 1. Existuje vSak snadnéjsi cesta: jesté pred nasobenim si mu-
Zeme fict, ze 71 dava zbytek 1 po déleni sedmi (protoze 71 = 10 - 7 + 1), stejné jako 7001 dava zbytek 1 po déleni sedmi (protoze
7001 = 1000 - 7 + 1), takze

71-7001=1-1=1(mod 7).
Ostatné to, ze zbytek vysledku néjakého prikladu zavisi jen na zbytcich jednotlivych &isel, se kterymi pocitame, je dobre znamé v kon-
krétnich pfipadech: to, zda je soucet (nebo soucin) dvou ¢isel sudy ¢i lichy, zalezi jen na lichosti/sudosti onéch Cisel. Stejné tak posledni
cifra soucinu/souctu zavisi jen na poslednich cifrach ¢initel(/scitanct, protoze ,posledni cifra” je jen jiné pojmenovani pro ,zbytek po
déleni deseti".
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Poduloha ii) (3 body)

Predstav si, Ze bychom na papir zapsali 120 pétek a vsechny je zndsobili. Jaky zbytek modulo 23 by ddval vysledek? Snaz se co nejvice
si usnadnit praci modulenim mezivysledki tak, abys nemusel(a) nikdy pocitat s prilis velkymi Cisly.

Podulohaiii) (1 bod)

Pri pocitani se zbytky se mohou dit na prvni pohled zvlastni véci: zatimco za obvyklych okolnosti vime, ze soucin dvou nenulovych Cisel
je vZdy nenulovy, pfi politani jen se zbytky uZ to nemusi tak docela platit. Najdi dvé celd ¢isla a, b takovd, Ze ackoliv a # 0 (mod 512)
ib # 0 (mod 512), pfesto a - b = 0 (mod 512).

Dosud jsme se divali vzdy jen na jedno modulo, nyni proto zkusme fici néco o tom, jak spolu souvisi ¢i nesouvisi zbytky, které muze jedno
Cislo davat po déleni rliznymi moduly m, n.

Nejjednodussi situace nastava, je-li n délitelem m. Uvazujme tfebam = 12 ak tomun = 4. Dvanact je nasobkem Ctyf, takze pokud zname
zbytek néjakého neznamého x po déleni dvanacti, snadno dopocteme zbytek po déleni ¢tyrmi. Udélame to tak, Ze ze samotného zbytku
po déleni dvanicti spotitime zbytek po déleni ¢tyfmi. Pokud tedy tfeba x = 7 (mod 12), zaruéené to znamend, ze x = 7 = 3 (mod 4).
Toto ,zeslabeni modula” funguje diky tomu, Ze kdyz uz vime, ze x = y - 12 + 7 pro né&jaké celé ¢islo y (coz dosvédéuje x = 7 (mod 12)),
jednoduse tuto rovnost prepiseme na

X=y-3-4+44+3=(3y+1)-4+3
(coz dosvédéuje x = 3 (mod 4)).

Pokud vsak n nedéli m, z jednoho zbytku nejspis druhy nezjistime: kupfikladu ¢isla 7, 19, 31, 43, 55 lezi viechny v té samé zbytkové tiidé
modulo 12, ale modulo 5 davaji poporadé zbytky 2, 4, 1, 3, 0. Zbytek modulo 12 nam tedy evidentné nic nedovede napovédét o zbytku
modulo 5.

Co kdybychom se ale zabyvali opacnou tlohou - jak ze zbytkui v nékolika mensich modulech zjistit zbytek ve vétsim modulu? Konkrétné,
dejme tomu, Ze zndmé zbytky x (mod m) a x (mod n), a zkusme zjistit x (mod mn). ,Zkousku" pak provedeme snadno, protoze m i n
jsou délitelé cisla mn, takze informace o zbytku x modulo mn v sobé automaticky obsahne informace o zbytku modulo m i o zbytku
modulo n. Pfesné takovymto ,slozenim" informaci modulo m a modulo n se zabyva Cinskd zbytkovd véta, jez pravi:

Necht jsou m a n dvé nesoudélnad cela ¢isla. Potom kdykoliv zvolime zbytek y (mod m) a zbytek z (mod n), pak existuje existuje cislo
x, které splnuje obé kongruence

x =y (mod m),

x = z (mod n).

Navic plati, Ze vSechna takovad x jsou navzdjem kongruentni modulo mn.

. J

Co to znamena? Zaprvé je nutné, aby modula byla nesoudélna, tedy aby jejich nejvétsi spolecny délitel byl roven 1. Tomu vyhovuje
tfeba nas predchozi piiklad m = 12, n = 5, protoze déliteli 12 jsou jen 1, 2, 3, 4, 6 a 12 sama, zatimco 5 ma za délitele jen 1a 5 samu,
takze jedinym spole¢nym délitelem je 1. Cinska zbytkova véta tak potvrzuje predchozi pozorovani, ze zbytek modulo 5 nijak nezavisi na
zbytku modulo 12, protoze si miizeme oba zbytky navolit libovolné a stale bude zaruceno, Ze néjaké celé ¢islo (resp. dokonce pravé jedna
zbytkova tiida modulo 12 - 5 = 60) jich dosahne.

Receno neformalné, Cinska zbytkova véta pravi, ze znat zbytek x modulo mn je zcela stejné hodnotna informace, jako znat jeho zbytek
modulo m a zaroven jeho zbytek modulo n, protoze dvojice zbytkt modulo m a n jednoznaéné urcuje zbytek modulo mn, a naopak. Tomu
mimochodem krasné odpovida, ze existuje m rliznych zbytk( modulo m, k tomu n riiznych zbytkli modulo n, takze z nich vytvorime
presné m - n dvojic, coz je pfesné pocet rliznych zbytkd modulo mn.

Jak ale onu zbytkovou tfidu modulo mn, kterd ma odpovidat y (mod m) a zérover z (mod n), nalezneme? Vzdy bychom mohli prosté
vyzkouset viechny moznosti, ale Ize to i pfimocareji. Uvazujme opét nas pfiklad m = 12, n = 5. Tvrdime, Ze bude vyhovovat takové x,
které Ize vyjadrit jako x = ay + bz proa = 25 a b = 36. Miizeme si to vyzkouset na konkrétnim prikladé, kdy za y a z zvolime tfeba 7
a3.Potom x = 25 - 7 + 36 - 3. Zkus si ovéfit, ze nalezené x skutecné dava zbytek 7 modulo 12 a zbytek 3 modulo 5.

Pro¢ by ale méla fungovat zrovna takovahle magie? Trik se skryva v tom, jaké zbytky davaji sama a, b modulo m, n. Konkrétné a jsme
zvolili tak, aby bylo nasobkem n = 5, ale modulo m = 12 davalo zbytek 1. To znamena, ze vyraz ay prispiva y do vysledného zbytku
modulo m, zatimco zbytek modulo n nijak neméni, protoze uz samo a dava modulo n zbytek 0. Obdobné jsme b zvolili tak, aby davalo
zbytek 0 modulo m, ale zbytek 1 modulo n, takze bz nijak neméni vysledny zbytek modulo m, zatimco do zbytku modulo n pfispiva
presné z.
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Poduloha iv) (3 body)

Uvazuj situaci, kdy se nase modula m a n lisi pouze o 1, tedy n = m + 1. Vymysli, jaka Cisla pouzit v roli ,magickych Cisel” a, b, kterd daji
vzdy v jednom modulu zbytek 0 a v druhém 1. OvéF svou odpovéd'pro m = 2023, n = 2024 tim, Ze naleznes néjaké celé Cislo x, které splnuje

x = 15 (mod 2023),
x = 42 (mod 2024).

Podtloha v) (2 body)

V Cinské zbytkové vété jsme uvedli podminku, ze modula m a n musi byt nesoudéind. Je tato podminka skutecné nutnd? Zviddnes najit
dvojici zbytkiti modulo m = 65 a modulo n = 91, kterd nebude splnéna zZddnym jednim celym Cislem?

Vrta ti stale hlavou, jak jsme nalezli ta spravna a, b? To je ptibéh na nékdy pfisté — jako upoutavku mizeme prozradit, Ze souvisi s Euklei-
dovym algoritmem, kterym mimo jiné pocitame nejvétsi spolecné délitele.
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Kategorie starsi
Uloha 0B Byrokraticka (2 body)

Utedniho $imla Honzika i jeho kolegy velmi unavuje neustélé tiidéni a prebirani Gloh. Posledni dobou musi do-
konce délat prescasy a zlstavat v kancelafi pies noc. Rozhodli se tedy, ze budou vyzadovat, aby mély vsechny
Ulohy opravdu spravny format. Pomoz Honzikovi tak, ze Tvé Glohy budou splhovat pozadavky uvedené v ivod-
nim textu. (Tedy kazda bude na samostatném listu papiru A4, nadepsana jménem, pfijmenim, emailem, tiidou
a nazvem $koly a cislem Ulohy. Tématko, ac je déleno na podulohy, prosim odevzdavej jako jeden celek, tedy
jako by to byla jedna velka dloha.)

/X

Chces-li si ulehdit praci s nadepisovanim hlavicky a odesilanim obalek, mGzes$ sva feseni po prihlaseni nahrat
na stranky Jamy Ivové jamalvova.cz. Ale pozor! Pouze ve formatu PDF! Pokud bys mél jakékoli problémy,
napis nam na e-mail (jamalvova@jamalvova.cz).

Uloha 1B Vyprava do pravéku (5 bod)

Cestovatelé casem manzelé Medvédovi béhem své navstévy v davné historii udélali nékolik hezkych
fotek. Avsak cestou do pritomnosti se jim znicil jejich fotoaparat. Jediné co se jim podatrilo zachranit
jsou data z jedné fotografie, ktera znaci soucet intenzity pixel ve sloupcich a fadcich. Dale se jim
podafilo zjistit jaka intenzita pixelu se rovna jaké barvé.

10 1) 1 1| 1] 5| 4| 4| 1| 2| 1| 5| 3] 2
T 1) 1 3| 2| 4| 3] 3| 1| 2| 5] 2 1| 2
1) 20 2| 1| 2] 1] 3] 3| 3| 3| 1| 3| 1] 2
1 1) 20 1| 2 41 3| 2 1] 4
20 1 1] 2| 3 1 1 4
41 1] 1] 2
31 1
]
69 66 72 69 69 57 64 64 60 70 69 54 55 52 riznych barev predélt
70 4 4
6 4 4 79 4 4
8 76 4 4
66 5 6
5| 65 4 9
7 7 84 2 2
9 102 4 3
8| 113 3 7
9 117 3 7
7 8 118 3 3

Obrazek 4: Tabulka predél(i. (tmaveé cervena = 1, svétle Cervena = 2, tmavé modra = 3, svétle modra = 4, oranzova = 5, svétle zluta = 6,
tmavé zelena = 7, svétle zelend = 8, hnéda = 9)

Cisla nad tabulkou fikaji, kolik je v daném sloupci kosticek stejné barvy nad sebou, to znamena po kolika kosti¢kach ptijde predél mezi
barvami. Cisla napravo od tabulky zna¢i pocet riiznych barev v dané fadé a pocet predél(i pro danou fadu. Na obrazku jsou jen barvy
s Ciselnymi hodnotami od 1 do 9, které uvadi tabulka.

Pomuizes manzeliim Medvédovym sestrojit jejich jedinou pamatku na cestu do dalné minulosti?

Uloha 2B Je tézsi ten ¢i onen? (8 bodti)
Broucek Borek ma 16 predmeétd, z nichz kazdé dva maji rozdilnou vahu. Na rovnoramenné vaze mlze
zvazit dva predméty a zjistit tim, ktery je tézsi.

/\ /\ Pomizes Borkovi najit postup, kterym vzdy na 22 vazeni nebo méné nalezne druhy nejtézsi predmét?

podmince nevyhovuje, i za néj dostane$ bodové ohodnoceni!


jamalvova.cz
jamalvova@jamalvova.cz
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Tématko 3B Pocitani se zbytky (celkem 10 bodil)
Déleni se zbytkem pravdépodobné znas z prvniho stupné. Clovék zkratka déli (tfeba pomoci déleni pod sebe), a kdyz vysledny podil
nevychazi hezky, oddéli se stranou maly zbytek jako jakasi ,chyba“. V tomto textiku se Ti pokusime nabidnout ochutnavku toho, co se
zacne dit, pokud se naopak zaméfime pravé na zbytek po déleni a nebude nas zajimat samotny podil.

Jak to bude fungovat? Budeme mit zvoleno néjaké ¢islo m, které bude predstavovat délitele, podle kterého zbytky bereme — fikame mu
modulo. Vezmeme-li napf. m = 12, pak se divame na zbytky po déleni dvanacti. Napfiklad ¢islo 29 dava po déleni zvolenym m zbytek
5 a dovedeme ho tedy zapsat jako 29 = 2 - 12 + 5 (islo = nasobek modula + zbytek). V realném svété praveé takto funguji rucickové
hodiny: neukazi nam celkovou uplynulou dobu od dané chvile ale pouze jeji zbytek po déleni dvanacti hodinami. Ruci¢ky tedy 29 hodin
po ptlnoci ukazuji stejné jako 5 hodin po pulnoci.
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Obrazek 5: Co pfesné znamena 29 = 5 (mod 12).

Viechna celd ¢isla se nam timto seskupi do rodinek, které davaji stejny zbytek. V rodince ¢isel davajicich zbytek 5 po déleni dvanacti tak
bude tieba pétka samotna, dale 29, ale také 17 a 41, 53, 65 a tak déle — skakanim o dvanact budeme dostavat dalsi ¢isla se stejnym zbytkem.
Opomenout nelze ani ¢isla zaporna: skoky od 5 o dvanact nize ziskame —7, —19, —31 a tak dale. Brat zbytek zaporného celého ¢isla po
déleni dvanacti neni o nic méné smysluplné nez brat zbytky kladnych celych cisel — stale se o spravnosti zbytku 5 po déleni dvanacti
dovedeme presveédcit vyjadfenim —31 = —3- 124 5. Matematici témto ,rodinkam podle zbytkd" fikaji zbytkové tridy. V tomto odstavci
jsme tedy jen obsirné popsali, ze ¢isla 5,17, 29, ... astejné tak —7, —19, ... lezi v té samé zbytkové tiidé modulo 12. Vztahu, kdy davaji dvé
Cisla a a b stejny zbytek modulo m, se téz iika, ze ,a a b jsou kongruentni modulo m®, a pro kratky zapis se vzil symbol ,trojitého rovnitka“,
pfi¢emz modulo se pfipise do zavorky: pieme a = b (mod m).

St ———F
-9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

¢ ¢
6 8

Obrazek 6: Dvé rlizné zbytkové tfidy modulo 5.

Poduloha i) (1 bod)
Kolik zbytkovych trid modulo 2023 celkem existuje?

Dosud by sis mohl(a) pravem fikat, ze tohle viechno je jen spousta nazvoslovi bez skute¢né matematické novoty. Klicovou vlastnosti
poditani se zbytky je to, ze kdyz nas na vysledku piikladu se s¢itanim, odecitanim a nasobenim zajima jen jeho zbytek po déleni, pak
i u vsech jednotlivych ¢isel ¢i mezivysledk( vypoctu mizeme poskocit o modulo a usnadnit si tak poditani. Uvedme na prikladu.

Opustme nyni po¢itani modulo 12 a zvolme si pro ozvla$tnéni tfeba modulo m = 7. Dejme tomu, Ze chceme spodist 71 - 7001 (mod 7).
Samoziejmé vzdycky mlzeme zatnout zuby a nasobenim pod sebe spocitat, ze 71 - 7001 = 497 071, a posléze se neméné Umornym
délenim pod sebe se zbytkem zjistit, ze 497 071 dava po déleni sedmi zbytek 1. Existuje vSak snadnéjsi cesta: jesté pred nasobenim si mu-
Zeme fict, ze 71 dava zbytek 1 po déleni sedmi (protoze 71 = 10 - 7 + 1), stejné jako 7001 dava zbytek 1 po déleni sedmi (protoze
7001 = 1000 - 7 + 1), takze

71-7001=1-1=1(mod 7).
Ostatné to, ze zbytek vysledku néjakého prikladu zavisi jen na zbytcich jednotlivych &isel, se kterymi pocitame, je dobre znamé v kon-
krétnich pfipadech: to, zda je soucet (nebo soucin) dvou ¢isel sudy ¢i lichy, zalezi jen na lichosti/sudosti onéch Cisel. Stejné tak posledni
cifra soucinu/souctu zavisi jen na poslednich cifrach ¢initel(/scitanct, protoze ,posledni cifra” je jen jiné pojmenovani pro ,zbytek po
déleni deseti".
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Poduloha ii) (3 body)

Predstav si, Ze bychom na papir zapsali 120 pétek a vsechny je zndsobili. Jaky zbytek modulo 23 by ddval vysledek? Snaz se co nejvice
si usnadnit praci modulenim mezivysledki tak, abys nemusel(a) nikdy pocitat s prilis velkymi Cisly.

Podulohaiii) (1 bod)

Pri pocitani se zbytky se mohou dit na prvni pohled zvlastni véci: zatimco za obvyklych okolnosti vime, ze soucin dvou nenulovych Cisel
je vZdy nenulovy, pfi politani jen se zbytky uZ to nemusi tak docela platit. Najdi dvé celd ¢isla a, b takovd, Ze ackoliv a # 0 (mod 512)
ib # 0 (mod 512), pfesto a - b = 0 (mod 512).

Dosud jsme se divali vzdy jen na jedno modulo, nyni proto zkusme fici néco o tom, jak spolu souvisi ¢i nesouvisi zbytky, které muze jedno
Cislo davat po déleni rliznymi moduly m, n.

Nejjednodussi situace nastava, je-li n délitelem m. Uvazujme tfebam = 12 ak tomun = 4. Dvanact je nasobkem Ctyf, takze pokud zname
zbytek néjakého neznamého x po déleni dvanacti, snadno dopocteme zbytek po déleni ¢tyrmi. Udélame to tak, Ze ze samotného zbytku
po déleni dvanicti spotitime zbytek po déleni ¢tyfmi. Pokud tedy tfeba x = 7 (mod 12), zaruéené to znamend, ze x = 7 = 3 (mod 4).
Toto ,zeslabeni modula” funguje diky tomu, Ze kdyz uz vime, ze x = y - 12 + 7 pro né&jaké celé ¢islo y (coz dosvédéuje x = 7 (mod 12)),
jednoduse tuto rovnost prepiseme na

X=y-3-4+44+3=(3y+1)-4+3
(coz dosvédéuje x = 3 (mod 4)).

Pokud vsak n nedéli m, z jednoho zbytku nejspis druhy nezjistime: kupfikladu ¢isla 7, 19, 31, 43, 55 lezi viechny v té samé zbytkové tiidé
modulo 12, ale modulo 5 davaji poporadé zbytky 2, 4, 1, 3, 0. Zbytek modulo 12 nam tedy evidentné nic nedovede napovédét o zbytku
modulo 5.

Co kdybychom se ale zabyvali opacnou tlohou - jak ze zbytkui v nékolika mensich modulech zjistit zbytek ve vétsim modulu? Konkrétné,
dejme tomu, Ze zndmé zbytky x (mod m) a x (mod n), a zkusme zjistit x (mod mn). ,Zkousku" pak provedeme snadno, protoze m i n
jsou délitelé cisla mn, takze informace o zbytku x modulo mn v sobé automaticky obsahne informace o zbytku modulo m i o zbytku
modulo n. Pfesné takovymto ,slozenim" informaci modulo m a modulo n se zabyva Cinskd zbytkovd véta, jez pravi:

Necht jsou m a n dvé nesoudélnad cela ¢isla. Potom kdykoliv zvolime zbytek y (mod m) a zbytek z (mod n), pak existuje existuje cislo
x, které splnuje obé kongruence

x =y (mod m),

x = z (mod n).

Navic plati, Ze vSechna takovad x jsou navzdjem kongruentni modulo mn.

. J

Co to znamena? Zaprvé je nutné, aby modula byla nesoudélna, tedy aby jejich nejvétsi spolecny délitel byl roven 1. Tomu vyhovuje
tfeba nas predchozi piiklad m = 12, n = 5, protoze déliteli 12 jsou jen 1, 2, 3, 4, 6 a 12 sama, zatimco 5 ma za délitele jen 1a 5 samu,
takze jedinym spole¢nym délitelem je 1. Cinska zbytkova véta tak potvrzuje predchozi pozorovani, ze zbytek modulo 5 nijak nezavisi na
zbytku modulo 12, protoze si miizeme oba zbytky navolit libovolné a stale bude zaruceno, Ze néjaké celé ¢islo (resp. dokonce pravé jedna
zbytkova tiida modulo 12 - 5 = 60) jich dosahne.

Receno neformalné, Cinska zbytkova véta pravi, ze znat zbytek x modulo mn je zcela stejné hodnotna informace, jako znat jeho zbytek
modulo m a zaroven jeho zbytek modulo n, protoze dvojice zbytkt modulo m a n jednoznaéné urcuje zbytek modulo mn, a naopak. Tomu
mimochodem krasné odpovida, ze existuje m rliznych zbytk( modulo m, k tomu n riiznych zbytkli modulo n, takze z nich vytvorime
presné m - n dvojic, coz je pfesné pocet rliznych zbytkd modulo mn.

Jak ale onu zbytkovou tfidu modulo mn, kterd ma odpovidat y (mod m) a zérover z (mod n), nalezneme? Vzdy bychom mohli prosté
vyzkouset viechny moznosti, ale Ize to i pfimocareji. Uvazujme opét nas pfiklad m = 12, n = 5. Tvrdime, Ze bude vyhovovat takové x,
které Ize vyjadrit jako x = ay + bz proa = 25 a b = 36. Miizeme si to vyzkouset na konkrétnim prikladé, kdy za y a z zvolime tfeba 7
a3.Potom x = 25 - 7 + 36 - 3. Zkus si ovéfit, ze nalezené x skutecné dava zbytek 7 modulo 12 a zbytek 3 modulo 5.

Pro¢ by ale méla fungovat zrovna takovahle magie? Trik se skryva v tom, jaké zbytky davaji sama a, b modulo m, n. Konkrétné a jsme
zvolili tak, aby bylo nasobkem n = 5, ale modulo m = 12 davalo zbytek 1. To znamena, ze vyraz ay prispiva y do vysledného zbytku
modulo m, zatimco zbytek modulo n nijak neméni, protoze uz samo a dava modulo n zbytek 0. Obdobné jsme b zvolili tak, aby davalo
zbytek 0 modulo m, ale zbytek 1 modulo n, takze bz nijak neméni vysledny zbytek modulo m, zatimco do zbytku modulo n pfispiva
presné z.
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Poduloha iv) (3 body)

Uvazuj situaci, kdy se nase modula m a n lisi pouze o 1, tedy n = m + 1. Vymysli, jaka Cisla pouzit v roli ,magickych Cisel” a, b, kterd daji
vzdy v jednom modulu zbytek 0 a v druhém 1. OvéF svou odpovéd'pro m = 2023, n = 2024 tim, Ze naleznes néjaké celé Cislo x, které splnuje

x = 15 (mod 2023),
x = 42 (mod 2024).

Podtloha v) (2 body)

V Cinské zbytkové vété jsme uvedli podminku, ze modula m a n musi byt nesoudéind. Je tato podminka skutecné nutnd? Zviddnes najit
dvojici zbytkiti modulo m = 65 a modulo n = 91, kterd nebude splnéna zZddnym jednim celym Cislem?

Vrta ti stale hlavou, jak jsme nalezli ta spravna a, b? To je ptibéh na nékdy pfisté — jako upoutavku mizeme prozradit, Ze souvisi s Euklei-
dovym algoritmem, kterym mimo jiné pocitame nejvétsi spolecné délitele.
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