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Ahoj!
Vitej v Jamé Ivové! Jsme korespondenéni souté? na pomezi matematiky a informatiky pro zaky 6. — 9. tfid ZS a odpovidajicich ro¢nik
gymnazii poradanad jiz dvanactym rokem Ceskym vysokym ucenim technickym v Praze.

Souté? je rozdélena na dvé kategorie, Mladsi (6. a 7. tfida) a Starsi (8.a 9. tfida). Sklada se ze tfi kol, v kazdém na Tebe ¢eka pét zaludnych
Uloh. Na léto je pro soutézici prichystan jedinecny letni tabor. Kapacita je 24 ucastnik a prednost dostanou ti s lepSim umisténim. Nez
se vrhnes do feSeni, mrkni na pravidla.

Vice informaci o nas najde$ nahttps://jamalvova. cz a dale na Facebooku.

Své feSeni nam podli do 19. dubna 2021 prostiednictvim stranek soutéZe, nebo na adresu:

Odbor PR a marketingu — Jama lvova
Rektorat CVUT

Jugoslavskych partyzanti 3

160 00 Praha 6

Hodné $tésti a bystrou mysl pfi feSeni pieji

Alenka, Hanka, Honza, Kata, Kobi, Ldda, Lenka, Lida, Matéj, Mata, Terezka, Verca, Zuzka a Zuzka


https://jamalvova.cz
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Kategorie mladsi

Uloha 1A Tajemny predmét (5 bod1)
Slavny mistr magie fenek Frantisek, kuriozni kouzelnik, impresivni iluzionista a pan zazrakd, chysta novy
trik s mizejicim a znovu se objevujicim pfedmétem. Jeho asistent tu¢iiak Turta tak dostal za Gkol opatfit
presnou kopii véci, ktera bude k této iluzi pouzita.

Zaneprazdnény Frantisek na néj ale stacil pouze vystéknout, Ze jde o jednoduchy geometricky tiirozmérny
Utvar vyznacujici se dvéma rovnobéznymi ¢tvercovymi podstavami. Obé podstavy maji stranu 2 cm, cely
Gtvar ma vysku 5 cm a viechny jeho hrany vedouci mezi podstavami jsou vzajemné rovnobézné.

Tunita by opravdu nerad néco zkazil, ale zaroven nechce vyrudovat ned(itklivého Frantidka, a tak duma,
jestli mu tyto informace staci k tomu, aby donesl ten spravny geometricky objekt, nebo jestli tento popis
odpovida vice moznym objektiim, a bylo by tedy lepsi se prece jen na néco dalsiho doptat. Zamysli se
spole¢né s nim a porad’ mu, ma-li se Frantiska prece jen na néco zeptat (a pokud ano, tak na co), nebo jestli uz vi vée potfebné (v tomto
pripadé ho né&jakym dobrym argumentem ujisti o tom, Ze skuteéné vi vée potfebné). Zkus Tunitovi naértnout, jak by takovy mizejici
predmét fenka Frantiska mohl vypadat.

Uloha 2A Vaha zaokrouhluje (6 bodti)
Straka Sona objevila v harampadi na pldé krasnou starou vahu. lhned se zaradovala, ze ji mlize vyuzit
k zvazeni zlatych nausnic, které v pribéhu let nashromazdila (viechny nausnice jsou zcela stejné, tedy
stejné i vazi). Jeji nadSeni ale netrvalo dlouho. Vaha totiz pfi vazeni zaokrouhluje na celé gramy, a ona
si slibovala mnohem presnéjsi hodnotu. Napadlo ji ale, ze pokud zvazi vice nausnic naraz, mohla by se prece

jen dopatrat presnéjsiho vysledku. Nelenila tedy a pro riizné pocty nausnic dostala hodnoty v tabulce 1. ;’%

Pocet nausnic Zaokrouhlena hmotnost (g)
1 1
2 3
3 4
10 14
20 27

Tabulka 1: Sonino vazeni.

I kdyz Sona tusi, Ze z téchto ¢isel uz by se dala ziskat celkem piesna hmotnost jedné nausnice, nevi jak presné se k tomuto ¢islu dobrat.
Poradis ji, jak ma postupovat, a dokazes uréit, jakou hmotnost (s presnosti na desetinu gramu) ma jedna nausnice?

Uloha 3A Pétkova tabulka (7 bodit)
Motské hvézdice maji ze zjevnych divodi v oblibé cislo 5, proto vétsina jejich her a tloh toto ¢islo v hojné mife obsahuje. Hvézdice
Aranka se tak rozhodla vymyslet hadanku, pii které budou ostatni hvézdice vypliovat ¢isla do tabulky 5 X 5 podle péti pravidel, které
urcila takto:

(1) Poli¢ko s lichym ¢islem nesmi sousedit stranou s jinym poli¢kem s lichym ¢islem.
(2) Poli¢ko se sudym cislem nesmi sousedit stranou s jinym polickem se sudym cislem.
(3) V zadném radku se nesmi stejné ¢islo objevit vickrat nez jednou.

(4) Prokazda dvé ¢isla ve stejném sloupci plati, Ze jejich rozdil neni jedna.

(5) Cisla v tabulce musi byt prirozena, tedy 1,2, 3, ...

Bude mozné takovou tabulku vyplnit beze zbytku pouzitim pravé péti rliznych cisel? A jak maji hvézdice tabulku vyplnit, aby navic
soucet Cisel na véech poli¢kach v tabulce byl co nejmensi, délitelny péti a tabulka byla zapInéna co nejmensim poctem riiznych cisel?
(Neni plné snadné zjistit, zda nalezené feseni opravdu pouziva ten nejmensi mozny pocet cisel, pokus se jich prosté pouzit, co nejméné
jen dovedes.)

Uloha 4A Telefonni spojeni (9 bodtr)
Sovicka Pavel se jakozto znamy dobrodruh Zemé zvitatek vydal na priizkum do neprobadaného pralesa. Rad by ale zGstal v kontaktu
se svymi prateli, a tak si pofidil jiz ponékud starsi telefonni linku (nové jsou pfili§ drahé). Stafi se na lince projevilo tak, ze neptenasi
zvuk spravng, ale zesileny, zeslabeny ¢i jinak modifikovany. Zvuk se na této telefonni lince da reprezentovat hodnotami v Case, napiiklad
zapis [1 5 4] by znamenal, Ze v Case 1 bude hodnota pfeneseného signalu 1, v ¢ase 2 bude 5 a v Case 3 bude mit signal hodnotu 4
(znazornéni je na obrazku 1a).
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hodnota signalu
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cas cas
(a) Znazornéni ukazkového signalu [1 5 4]. (b) Znazornéni dvojnasobku ukazkového signalu.

Obrazek 1

Pavel zjistil, ze kdyz do telefonu pusti v néjakém okamziku zvuk [1], tak je na druhé strané slyset zprava reprezentovana posloupnosti [2
404 1 3] (signal se prenasi hrozné rychle, takze mizeme Fict, Zze prvni hodnota preneseného signalu je na druhé strané hned). V tomto
pfipadé je vidét, ze zvuk na druhé strané telefonu muze byt delsi, nez ten, co Pavel do telefonu fekl. To také znamena, ze na druhé strané
telefonu se v jeden ¢asovy okamzik maze zvuk sejit vice.

Dale vi, ze kdyz zvuk, co do telefonu pousti vynasobi Cislem a (tj. kazda hodnota na vstupu se vynasobi a), tak na druhé strané bude
vystup také vynasoben a (kazda hodnota vystupu bude vynasobena a). Znazornéni tohoto pravidla je na obrazku 1b. Posledni pravidlo,
které v telefonu funguje je, Ze pokud do néj na jednom konci pusti dva zvuky najednou, tak na druhém konci bude stejny zvuk, jako
kdyby je pustil zvlast a pak se vystupy secetly (v kazdém ¢ase se se¢tou vsechny hodnoty, které se v tom ¢ase pienesly).

Pavla by zajimalo, co uslysi buinak Tomas na druhé strané hovoru, kdyz mu fekne zpravu reprezentovanou posloupnosti [6 4 0 7 3].
Premyslel taky nad tim, jestli dokaze zjistit, co ma do telefonu fici, kdyz bude chtit, aby Tomas slysel urcitou zpravu. Konkrétné, kdyz
chce, aby Tomas slysel zpravu reprezentovanou posloupnosti [6 20 30 40 23 49 19 29 2 6], co ma do telefonu fici? Pomoz Pavlovi si [épe
predstavit, co se v telefonu déje tim, Ze nakresli$ grafy zavislosti hodnoty signalu na ¢ase pro oba predchozi pfiklady (podobné jako jsou
zakresleny ptiklady v zadani), kde barevné rozlisis ¢asti, ze kterych se cela zprava podle uvedenych pravidel sklada.

Uloha 5A Stonozka (5 bodti)
MIsnd stonozka ma chut na néco na zub, a proto se rozhodla uslehat si smetanu. V jejim domecku v$ak zrovna nejde proud, takze
nemUze pouzit elektricky Slehal. Jeji mlsnost je ale silnéjsi nez nepiizen osudu, a tak se rozhodla uslehat svou oblibenou pochoutku
ruc¢né (v jejim pfipadé spise nozmo). Do jedné nozicky si vezme metlicku a sleha tak dlouho, jak to jen jde. Jakmile je dana noha pfilis
unavena, prehodi si metlicku do jiné nozicky a hrdinné sleha dal. Dosud nepouzita noha dokaze slehat 10 sekund, zatimco unavena noha
muze po 20sekundovém odpocinku Slehat jesté 5 sekund - ale pak uz se ani nehne. Stonozka si bude muset praci dostate¢né dobie

rozvrhnout, protoze aby méla Slehacka spravnou chut, musi se $lehat bez prestévek.

Oznaceni stonozka navic trochu klame — ma jenom 15 dvojic nozicek (o¢islovanych 1 az 15), pficemz ve dvojici je vzdy jedna noha na levé
a jedna na pravé strané. Kdyz chce pfesunout metli¢ku do jiné koncetiny, musi ji pfedat na protéjsi stranu (zleva doprava, resp. zprava
doleva). Navic musi metli¢cku predat bud do protéjsi nozicky ze stejného paru, anebo z paru o jedna vpred ¢i vzad. Pokud zrovna metli¢ku

drzi napf. pata noha napravo, muze ji predat do Ctvrté, paté nebo Sesté nohy nalevo.

Na vyrobu jednoho kelimku slehacky je tfeba Slehat 5 minut. M{ze si stonozka naplanovat praci tak, aby vydrzela Slehat celych 5 minut
v kuse, pokud zacina s metlickou v prvni nozi¢ce napravo? A kolik kelimka (¢i jeho ¢asti) dokaze z této poéatecni pozice uslehat?
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Uloha 1B Rumova (5 bodit)
Spousta zviratek i lidi miluje cukr — existuji vsak i zivoCichové, kterym podobnym zplsobem chutna al-
kohol, a mohou jej mlsat bez toho, aniz by se opili. Mezi takové organismy patfi i malické kvasinky, které
alkohol vyuzivaji dokonce jako zdroj své energie, stejné jako my vyuzivame jidlo, které snime.

By
fee

Gavialka Sylvia je nad3ena védatorka, a v nékterych svych pokusech by tyto malé kvasinky rada zkouma-
la. Protoze jsou ale malické, potiebuje jich opravdu mnoho. Aby ji jejich pocetné kolonie nevyhladovély,
potfebovala by pro né 12 ml alkoholu — nicméné s hriizou zjistila, Ze rum, ktery pro né méla, spotiebovala
na upeceni vosich hnizd. Doma nasla uz jen 145gramové baleni rumovych pralinek, které dle informaci na
obalu obsahuji pouze jedno procento 50% roztoku rumu (procenta jsou zde pocitana z hmotnosti).

Podafi se ji udrzet s témito pralinkami vSechny svoje kvasinky pii zivoté? A kolik ze svych tficeti pracné
vytvorenych vosich hnizd by musela obétovat misto téchto pralinek, pokud do vosich hnizd omylem dala dvojnasobné mnozstvi rumu,
nez bylo psano v receptu, tedy misto tii Izic 40% rumu (zde jsou procenta objemova) jich do tésta, vaziciho 400 g, dala Sest, pticemz
objem jedné Izice je 15 ml a hustota alkoholu 0,79 ﬁ?

Uloha 2B Neuronova sit (6 bodti)
Kachna Matylda chce predpovidat, kolik bod( dostane za ulohu 2B v piistim kole Jamy Ivové. Naprogramovala si tedy takzvanou neu-
ronovou sit. Neuronova sit se sklada z nékolika neuronii (na obrazku 2 znaceny kolecky), které jsou propojeny hranami (na obrazku 2
znaceny sipkami). Kazda hrana ma rovnéz pfirazeno urcité ¢islo, takzvanou vahu. Neuronova sit provadi nasledujici jednoduchy vypocet:
Matylda zada hodnoty vstupnich velic¢in (na obrazku 2 znaceny obdélniky vlevo). Ty jsou poté poslany po hranach do vSech neuront
v prvni vrstvé. Kazdy neuron v prvni vrstvé potom secte hodnoty

(hodnota poslané po hrané) - (véha hrany)

pres véechny hrany, které do néj vedou, a vysledek posle po vystupnich hranach po sméru Sipek do neuront ve druhé vrstvé. Ty provedou
ten samy vypocet a vysledek opét poslou po vystupni hrané do posledniho, vystupniho neuronu (¢tverec vpravo). Ten nakonec secte
véechny hodnoty pfenasobené vahami hran a vypise vysledek.

vstup vrstva 1 vrstva 2
- 1 1
~e -

opravujici >| vystup

dni pred koncemkola | —————>
P 0,1 . 0,5

Obrazek 2: Matyldina neuronova sit.

Matylda pouziva jako vstup tfi proménné: jak se ji zdala tloha tézka (0 = tézka, 1 = stiedné tézka, 2 = lehka), kdo tlohu opravuje (0 =
Zuzka, 1 = Alenka, 2 = Kobi, 3 = Matgj) a kolik dni pred koncem kola tlohu odevzdala.

Jaky bodovy zisk neuronova sit predpovi, pokud se iloha Matyldé zdala stiedné tézka, odevzdala ji 7 dni pfed koncem kola a tlohu
opravuje Alenka? A existuje vstup takovy, Ze sit pfedpovi nesmyslny pocet bod(i (mensi nez 0, nebo vétsi nez 6)?

Uloha 3B Generovani retézcti (7 bodt)
Holub Honza miluje Sifry, a zarovert ma moc rad isla. Nyni pfiSel na skvély napad, jak tyto své dvé zaliby propojit. Rozhodl se, ze si vybere
nékolik pismen, a pro kazdé pismeno vymysli uréita prepisovaci pravidla, tedy zptsoby, jakymi se pismeno proméni na uskupeni jinych
symbol(i. Potom si Honza jesté zvoli tzv. pocateéni symbol, tedy pismeno, které ma na plném zacatku. Pak na né muze zadit aplikovat
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pravidla, ktera si vymyslel (pficemz nachazi-li se ve vzniklém uskupeni znakd néjaké pismeno, mize pravidla aplikovat i na néj, v dalSim
kroku také, dokud bude mit v fetézci néjaka pismena - fetézec se tak mize vyrazné rozifit). Kdyz pro néjaké pismeno existuje vice
pravidel, mlze pouzit libovolné z nich. Vzhledem ke své lasce k Cisliim se Honza rozhodl, Ze s aplikovanim pravidel skonci az ve chvili,
kdy bude cely retézec slozeny pouze z Cisel.

Vypada to kupfikladu nasledujicim zptsobem: Honza si zvoli, ze bude pouzivat pouze tii pismena A, B, C a tii ¢islice 0, 1, 2. Po¢ate¢nim
symbolem bude pismeno A, Honza ma tedy na pocatku pouze pismeno A.

Pravidla, ktera si ur¢i, budou nasledujici (zapis A — 12B znamena A se pfepiSe na 12B):

(i) A — 0AO,
(i) A — 2B1,
(i) A — 00A,
(iv) A — A00,
(v) B—2G
(vi) B — 22,

(vii) C— 2.

’vr

Ukazme si, jak pak bude vypadat generovani Ciselného retézce podle téchto pravidel:

Za¢neme od pocatec¢niho A a vybereme si libovolné pravidlo pro A, treba pravidlo (i), ziskame tedy 0AO. V tomto fetézci mame A, na
které mazeme opét aplikovat pravidlo, pouzijeme tedy opét (i) a ziskime 00A00. Na A v fetézci pouzijeme tentokrat treba pravidlo (ii)
a mame 002B100, pak pouzijeme pravidlo (vi) a mame 00222100, coz uz je vysledny ciselny fetézec, nejsou v ném totiz zadna pismena,
na ktera bychom mohli pravidla aplikovat. Holub Honza si ale viml, Ze tento retézec mUize vygenerovat, i kdyz pouzije néjakou jinou
posloupnost pravidel. Dokazes$ néjakou takovou najit? Honzu by taky zajimalo, jaké vSechny fetézce muize svymi pravidly vytvorit. Vi,
ze jich bude nekone¢né mnoho a nemdize je tedy vSechny vypsat, jen by rad néjak slovné vyjadril, co bude platit pro pocty a poradi
pouzitych Eislic ve vygenerovanych fetézcich. PomGzes mu s tim?

Aby toho nebylo malo, tak by holub Honza jesté rad vytvarel pravé viechny fetézce ve tvaru 0000...00003331111...111, kde pocet po-
¢atecnich nul je o jednu vétsi nez pocet jednicek na konci (tedy nula musi byt alespon jedna, zatimco jednicka by klidné nemusela byt
7adna) a trojky jsou presné tfi. Pomuze$ mu vymyslet nova pravidla, pomoci kterych vytvori vSechny takové retézce, ale zadné jiné? Jaka
na to budes potrebovat pismena a Cislice, a které pismeno bude tzv. po¢ate¢nim symbolem?

Uloha 4B Kamzici a mésta (9 bodit)
V Knizectvi kamzik( definuji mésta jinak nez my — nezalezi jim na poctu obyvatel, ale na nad-

mofské vySce. Aby se obec mohla nazyvat méstem, musi konkrétné platit, Ze lezi ve vyssi nebo

stejné nadmorské vysce nez véechny ostatni obce, které s ni sousedi. Kamzici ale bohuzel maji

jen jeden stary a nepresny vyskomér, takze jsou schopni nadmoiskou vysku zméfit jen s pres-

nosti na 50 m (napf. pokud vyskomér naméii 2 220 m, muze skutecna nadmorska vyska lezet ﬁb\
kdekoliv mezi 2 1770 m a 2 270 m). Kvtli tomu obcas nejsou schopni jednoznacéné rozhodnout,

ktera ze dvou obci je vyse polozena. Kamzici se proto rozhodli zavést také pojem aglomerace.

Aglomerace je skupina obci (nebo jen jedna obec, pokud o ni vime, ze je méstem), pro které

plati:

(1) Mezi kazdymi dvéma mésty v aglomeraci existuje cesta vedouci pouze pfes mésta z této aglomerace.

(2) V kazdé aglomeraci se nachézi alespon jedno mésto, at uz je chyba jednotlivych méteni jakakoliv.

(3) Zaroven by mély byt aglomerace co nejmensi, takze pro kazdou obec v aglomeraci existuji takové mozné nadmofrské vysky vsech
obci v aglomeraci, ze tato konkrétni obec je jedinym méstem aglomerace.

Pomize$ kamzik@im najit viechny aglomerace v jejich knizectvi? Cisla na obrazku 3 udavaji naméfené hodnoty nadmotské vysky v me-
trech. Chyby, kterych se vyskomér dopousti, mohou byt pro rlizna méreni zcela odlisné, pouze vzdy plati, ze méreni se od skute¢né
nadmofské vysky neodchyluje o vice nez 50 m.
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Obrazek 3: Mapa obci v Knizectvi kamzika.

Uloha 5B Navitévy (5 bodit)
Kamaradi antilopa Ani¢ka, bizon Bretislav, cvréek Ctirad a dzelada Daniela maji kazdy vlastni domecek, které jsou umistény ve vrcholech
velkého ¢tverce o strané 100 m, pti¢emz Anicka bydli mezi Bietislavem a Danielou, thlopfi¢né od Ctirada. Nase zvifatka jsou ale teprve
mala mladata a jejich rodice se o né boji, a nechtéji je poustét dale nez 70 m od domu. Dokazou se vSechna zvifatka za téchto okolnosti
potkat na jednom misté? Pokud ano, kde a pokud ne, vysvétli pro¢ a porad zvifatkiim, jakou povolenou vzdalenost od domova by méli

zkusit usmlouvat s rodi¢i, aby se to povedlo.
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