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Reseni 2. kola

JAMA LVOVA . roénik
Kategorie mladsi

Uloha 1A Cestovani slunec¢ni soustavou

Anezcinu rychlost si dokazeme snadno spoditat, a to vydélenim uslé vzdalenosti ¢asem, za ktery Anezka atrakci prosla: 15,6 : 1,5 =
10,4km/h Dale vime, Ze k hvézdé by §la asi 4,22 let, protoze jeji rychlost je podobna rychlosti svétla - kdyz si ¢as prevedeme na hodiny
(4,22 - 365 - 24 = 36967,2). Vynasobenim Casu jeji rychlosti zjistime, kolik by musela ujit kilometri: 36967,2 - 10,4 = 384458,88 km.

/X

Model hvézdy Proxima Centauri by tedy byl asi 384460 km vzdaleny, coz je priblizné vzdalenost Mésice od Zemé. Model by se tedy
nachazel na Mésici. Anezku by jesté zajimalo, jak dlouho by trvalo projit celou atrakci. To zjistime vydélenim vzdalenosti Slunce od
Proximy Centauri s Anezcinou rychlosti chiize: 384458,88/10,4 = 36967,2h.

Pievedenim na roky by tak dlouhou trasu Anezka prosla za 4,22 let, coz odpovida tomu, jak dlouho by to trvalo svétlu v realném méritku.

Uloha2A  Prednaskova

Vsichni ucitelé musi 5 hodin prednaset a jelikoz si viichni chtéji poslechnout 9 svych koleg(i, musi dalSich 4,5 hodiny stravit poslouchanim
(9-0,5 = 4,5). Zbylou ptlhodinu uz nemohou vyuzit k prednaseni, takze budou bud poslouchat néjakého ze svych kolegti celou hodinu,
nebo si daji svacu.

Zadny z prednasejicich nem(ize mit viechny prednasky ve stejny ¢as jako nékdo jiny. Pokud si tedy ucebny oznacime A - ), mizeme
sestrojit takovouto tabulku splnujici nase podminky. Nejdrive tedy k prvnimu salu napiseme piednasky na prvnich 5 hodin a poté vzdy
dame do daliho salu o hodinu posunuté prednasky. Timto zplsobem dosahneme toho, aby vsichni prednasejici stihli jak své prednasky,
tak prednasky koleg(.

blok A B C D E F G H | J
1 A G H | J
2 A B H | J
3 A B c | J
4 A B c D J
5 A B C D E
6 B C D E F
7 c D E F G
8 D E F G H
9 E F G H |
10 F G H |

Obrazek 1: Tabulka prednasek

Uloha 3A Vystavni vesnice
Poddloha i)

Obarvi Klementovi graf z piikladu tak, abys nepouzil vice nez CtyFi riizné barvy. Vidy musi platit, Ze kazdé dva spojené vrcholy maiji riiznou
barvu. V jakém poradi je nejlepsi vrcholy barvit a proc¢?

Tiskarsky Sotek z grafu sebral hranu mezi vrcholy L (Lvi vsi) a Z (Zebrovem). Pokazeny graf Ize obarvit nejen Ctyimi, ale dokonce tremi
barvami.

Postup bude nasledujici: Prvni barvou obarvime M (Mrkvickov). Potom pudjdeme po kruhu a vrcholim Z, T, P, S a L budeme pfifazovat
stiidavé druhou a tieti barvu. US obarvime druhou nebo tfeti barvou a H prvni nebo treti barvou.
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Pokud ale uvazime i hranu mezi L a Z, budeme muset vrcholu Z pfifadit ¢tvrtou barvu.

H H

Barveni grafti je natolik slozita disciplina, Ze se ¢asto namisto zaruc¢enych postuptl pouzivaji takzvané heuristiky. To jsou postupy, které
sice nedojdou k nejlepsimu moznému reseni vzdycky, ale s velkou pravdépodobnosti dojdou k dostate¢né dobrému teseni.

Jednou z nejlepsich heuristik pro obarveni grafu je tato: 1) Usporadat vrcholy podle poctu hran do (zatim neobarvenych) vrchold. 2)
Vzit prvni vrchol a obarvit ho prvni barvou, kterou obarvit Ize. 3) Opakovat kroky 1 a 2, dokud neni cely graf obarveny.

Poddloha ii)

Zkus nakreslit graf, ktery ctyfmi barvami obarvit nepijde. To znamend, Ze nebude existovat takové rozvrzeni barev, aby pro kazdé dva

spojené vrcholy platilo, Ze maji rozdilnou barvu. Staci obecny graf, tj. hrany se ti miiZou libovolné krizit. Hlavné nezapomen napsat, pro¢ neni
obarveni ctyfmi barvami mozné.

Pokud spojime viechny vrcholy grafu se viéemi, budeme potiebovat tolik barev, kolik budeme mit vrcholl. Vezmeme si tedy graf o péti
vrcholech, a spojime kazdy vrchol s kazdym.

Poddloha iii)

Klement tvrdi, Ze graf, kde se hrany kFizi, neodpovida jeho situaci. MiiZe existovat takové rozloZeni vesnic, aby jejich graf obsahoval kiZici se
hrany? Nebo lze kazdy graf vznikly z mapy prekreslit tak, aby se hrany nekF¥iZily? Lze tak piekreslit graf vznikly v poduloze ii)?

Za predpokladu, ze z kteréhokoliv mista vesnice Ize dojit do kteréhokoliv mista vesnice bez prekroceni hranice vesnic (Tj. pokud k vesni-
cim nepatfi samoty nebo pozemky, které by byly az nékde za hranicemi obce) Ize kazdy graf vznikly z mapy prekreslit tak, aby se hrany
nekfizily.

Pro¢? Za vrchol grafu budeme povazovat obecni ifad. Odtud, stejné jako z kteréhokoliv mista vesnice, miizeme dojit k libovolné hranici

obce jen po Uzemi nasi obce. Totéz udélaji vSechny vesnice, na hranicich vesnic se sejdou a z cest k hranicim vzniknou hrany. Misto, kde
se vesnice dotykaji pouze jednim bodem, tedy misto kde se setkavaji hranice tii a vice vesnic, za hranici nepovazujeme.

vrve

Na tzemi nasi obce se hrany kfizit nemusi, sta¢i chodit chytie. Vybereme si hranici s prvni obci, a dojdeme tam co nejkratsi cestou tak,
abychom se cestou nedotkli hranice s zddnou jinou obci. Pak budeme volit hranice obci poporadé po kruhu, a vzdycky pdjdeme podél
predchozi cesty a pak podél hranic, az dorazime na uréena mista.
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Vzniklému grafu se fika rovinny, protoze jej Ize zakreslit do roviny (na mapu). Rovinné grafy jsou skute¢né vzdy obarvitelné ¢tyfmi
barvami, ale dokazat to bylo velmi slozité. Nakonec se to védciim podafilo az za pomoci pocitace.

Graf vznikly v poddloze ii) tedy z mapy vzniknout nemohl.

Poddloha iv)

Kozel Kryspin hned vsechno chdpe. ,No j6, jak je tam krizeni, musi pocet barev rust. VSechno je to tplné jednoduchy. Klement by rad
mudrlanta usadil néjakym péknym prikladem. Poradis mu, jak by mohl sestrojit graf, ktery by sice nesel nakreslit bez krizeni hran, ale
zdroven by byl obarvitelny dvéma barvami?

Rozdélime si papir na dvé poloviny. Na levou pulku papiru budeme kreslit vrcholy, které obarvime Cervené, na pravou modre. Vrcholy
téze barvy nesmime spojit, takze mezi zadnymi dvéma modrymi vrcholy nepovede hrana a mezi zadnymi dvéma cervenymi vrcholy
nepovede hrana. Za to vsak z kazdého ¢erveného vrcholu povede hrana do véech modrych vrchold.

Ted'jen staci dodat dostatek vrcholii na obé strany. Minimalni pocet pro splnéni zadani jsou tfi vrcholy na kazdé strané, celkem tedy Sest
vrchold.

Tomuto druhu graft (grafy obarvitelné dvéma barvami) se fika bipartitni.
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Uloha 1B Pavuéinové cukrovi
Nejdfive si nacrtneme, jak bude vypadat vysledné cukrovi a jak jeho tvar ziskame:

By
fee

SaSk = 5.2

Obrazek 2: Tvar cukrovi

Kdyz mame naért hotovy, zjistime, ze plivodni Sestitihelnik Ize rozdélit na 6 rovnostrannych trojuhelnikd. K nim mdzeme ze strany do-
kreslit jesté jeden trojuhelnik, jehoz vrchol pouzijeme jako stied kruznice, jejiz ¢ast bude tvorit okraj cukrovi. Zaroven strana Sestitthelniku
tvori tétivu kruznice. Plati:

|SkA| = 6¢cm
|SaA| = 3cm
<TAS Sk = 90°

Vzdalenost stiedu kruznice od stfedu strany Sestitthelniku spo¢itame pres Pythagorovu vétu. K tomu vyuzijeme AAS,S:

SaSp = ASp — S,A’
=6 3
v2=36-9

Vg = V27 = 52cm

Vzdalenost od stiedu strany Sestitthelniku ke stiedu kruznice je 1/27 tedy asi 5,2cm. Polomér kruznice je 6 cm. Obecné muizeme fFici,
Ze polomér kruznice se rovna strané pravidelného Sestithelniku a vzdalenost jejiho stfedu od stiedu strany Sestitthelniku jde vypocditat
dosazenim délky strany do vztahu:
)
Vg=1r"—|=
2

Uloha 2B Zpévnicek

Nejrychlejsi zafazeni nové pisnicky bude trvat 1 sekundu a jsou dvé moznosti, jak toho dosahnout.

Bud' bude pisnicka zadinat na takové pismeno, Ze ji pdjde zafadit pouhym zasunutim do poloprazdného obalu ve zpévniku (obal je
obsazeny pouze jednou pisnickou). To by pravdépodobné znamenalo, Zze bude hned na za¢atku nebo hned na konci.
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Pfi druhém zplsobu musi byt spInén jeden pozadavek. Lada musi mit ve zpévniku nula nebo jeden poloprazdny obal, takze muize ptidat
pisnicku pouhym zandanim pisni¢ky do nového obalu a zalozenim obalu na pfislusné misto. V tomto piipadé je jedno, zda nova pisnic¢ka
zadina na takové pismeno, aby mohla byt zarazena na zacatek, ¢i by musela byt zafazena kamkoli jinam. Jedinou podminkou je moznost
pridani nového obalu bez prendavani jiz zafazenych pisnicek.

tu nejrychlej$i moznost. Proto nam momentalné pUjde o ten pfipad, kdy bude Lada muset pterovnat co nejvice pisnicek, tudiz nova
pisnicka, kterou chce zatadit, bude muset patfit ptimo do stiedu, pricemz budou vyuzity oba poloprazdné obaly a to po jednom na
kazdém konci. Predstavme si situaci:

A BC DE GH I K_

V tomto pripadé je jedno, zda budeme posouvat pisnicky vlevo nebo ty vpravo. Tentokrat si vybereme to vpravo. Pro zafazeni pisnicky
F musime posunout pisnicky G, H, |, ] a K. Abychom zafadili pisni¢ku F vyndame pisnicku G. To nam zabere 2 sekundy (1 s vyndavame G
a 1svkladame F):

_A BC DE FH I] K_
G

Tentokrat mame ale pisni¢ku G, kterou musime vlozit do zpévnicku, proto budeme tento krok opakovat (1svyndavame H a 1s vkladame
G). Takto musime pokracovat, dokud nam nezbude pisnicka K, kterou jiz pouze vlozime do poloprazdného obalu k pisnicce J:

_A BC DE FG HI J_

_A BC DE FG HI JK

Vlozeni pisnicky do zpévnicku s 10 pisnickami nam tedy trvalo 11 sekund neboli obecné N + 1 sekund. Toto vsak plati pouze u sudého
poctu pisnicek. Kdybychom méli lichy pocet pisnicek, zakonité by nam zbyval jeden prazdny obal a vlozeni nové pisnic¢ky by nam zabralo
pouze 1 s a dostali bychom se k nejrychlejsimu moznému zpGsobu vlozeni pisnicky.

Uloha 3B Vystavni vesnice

Poddloha i)
Obarvi Klementovi graf z prikladu tak, abys nepouzil vice nez Ctyri riizné barvy. Vidy musi platit, ze kazdé dva spojené vrcholy maiji riiznou
barvu. V jakém poradi je nejlepsi vrcholy barvit a proc?

Tiskarsky Sotek z grafu sebral hranu mezi vrcholy L (Lvi vsi) a Z (Zebrovem). Pokazeny graf Ize obarvit nejen Ctyimi, ale dokonce tremi
barvami.

Postup bude nasledujici: Prvni barvou obarvime M (Mrkvickov). Potom ptjdeme po kruhu a vrcholim Z, T, P, S a L budeme ptirazovat
stridavé druhou a treti barvu. US obarvime druhou nebo tieti barvou a H prvni nebo tfeti barvou.

Pokud ale uvazime i hranu mezi L a Z, budeme muset vrcholu Z pfifadit ¢tvrtou barvu.
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Barveni graftl je natolik slozita disciplina, ze se ¢asto namisto zarucenych postupli pouzivaji takzvané heuristiky. To jsou postupy, které
sice nedojdou k nejlepSimu moznému reseni vzdycky, ale s velkou pravdépodobnosti dojdou k dostate¢né dobrému reseni.

Jednou z nejlepsich heuristik pro obarveni grafu je tato: 1) Usporadat vrcholy podle poctu hran do (zatim neobarvenych) vrchold. 2)
Vzit prvni vrchol a obarvit ho prvni barvou, kterou obarvit Ize. 3) Opakovat kroky 1 a 2, dokud neni cely graf obarveny.

Poddloha ii)

Zkus nakreslit graf, ktery ctyfmi barvami obarvit nepijde. To znamend, Ze nebude existovat takové rozvrzeni barev, aby pro kazdé dva
spojené vrcholy platilo, Ze maji rozdilnou barvu. Staci obecny graf, tj. hrany se ti miizou libovolné krizit. Hlavné nezapomen napsat, pro¢ neni
obarveni ctyfmi barvami mozné.

Pokud spojime viechny vrcholy grafu se vSéemi, budeme potrebovat tolik barev, kolik budeme mit vrcholtd. Vezmeme si tedy graf o péti
vrcholech, a spojime kazdy vrchol s kazdym.

Poddloha iii)
Klement tvrdi, ze graf, kde se hrany krizi, neodpovida jeho situaci. Miize existovat takové rozloZeni vesnic, aby jejich graf obsahoval krizici se
hrany? Nebo lze kazdy graf vznikly z mapy prekreslit tak, aby se hrany nekFizily? Lze tak prekreslit graf vznikly v poduloze ii)?

Za predpokladu, Ze z kteréhokoliv mista vesnice Ize dojit do kteréhokoliv mista vesnice bez prekroceni hranice vesnic (Tj. pokud k vesni-
cim nepatfi samoty nebo pozemky, které by byly a7 nékde za hranicemi obce) Ize kazdy graf vznikly z mapy prekreslit tak, aby se hrany
nekrizily.

Proc? Za vrchol grafu budeme povazovat obecni Gfad. Odtud, stejné jako z kteréhokoliv mista vesnice, miizeme dojit k libovolné hranici

obce jen po Uzemi nasi obce. Totéz udélaji vSechny vesnice, na hranicich vesnic se sejdou a z cest k hranicim vzniknou hrany. Misto, kde
se vesnice dotykaji pouze jednim bodem, tedy misto kde se setkavaji hranice tii a vice vesnic, za hranici nepovazujeme.

Na uzemi nasi obce se hrany kfizit nemusi, sta¢i chodit chytie. Vybereme si hranici s prvni obci, a dojdeme tam co nejkratsi cestou tak,
abychom se cestou nedotkli hranice s zadnou jinou obci. Pak budeme volit hranice obci popotadé po kruhu, a vzdycky ptjdeme podél
predchozi cesty a pak podél hranic, az dorazime na uréena mista.

Vzniklému grafu se fika rovinny, protoze jej Ize zakreslit do roviny (na mapu). Rovinné grafy jsou skute¢né vidy obarvitelné ¢tyfmi
barvami, ale dokazat to bylo velmi slozité. Nakonec se to védciim podafilo az za pomoci pocitace.

Graf vznikly v poduloze i) tedy z mapy vzniknout nemohl.
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Poduloha iv)

Kozel Kryspin hned vsechno chdpe. ,No jo, jak je tam krizeni, musi pocet barev rust. Vsechno je to tplné jednoduchy. Klement by rad
mudrlanta usadil néjakym péknym prikladem. Poradis mu, jak by mohl sestrojit graf, ktery by sice nesel nakreslit bez krizeni hran, ale
zdroven by byl obarvitelny dvéma barvami?

Rozdélime si papir na dvé poloviny. Na levou pulku papiru budeme kreslit vrcholy, které obarvime cervené, na pravou modre. Vrcholy
téze barvy nesmime spojit, takze mezi zadnymi dvéma modrymi vrcholy nepovede hrana a mezi zadnymi dvéma cervenymi vrcholy
nepovede hrana. Za to vSak z kazdého ¢erveného vrcholu povede hrana do véech modrych vrchold.

Ted'jen staci dodat dostatek vrcholii na obé strany. Minimalni pocet pro splnéni zadani jsou tfi vrcholy na kazdé strané, celkem tedy Sest
vrchold.

Tomuto druhu graft (grafy obarvitelné dvéma barvami) se fika bipartitni.
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