Reseni 1. kola

JAMA LVOVA % V. roénik
Kategorie mladsi

Uloha 1A Levacky autobus
Do vsech roh(i mésta je cesta mozna a bude mit 3600m.

Ze startovniho bodu se vydame nejprve doleva, poté dol do prvniho rohu, pak postupujeme proti sméru hodinovych rudicek, pres
zbylé tii rohy. Konec pojedeme dle obrazku az do cile (viz obrazek nize).
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Tras delSich, nez 3600 m je mozné najit hned nékolik. Jestlize je 1 maly ctverec o strané 100 m, pak je potieba, aby se jelo pres 36 takovych
stran. Nize je 6 pfiklad tras, které spliuji véechny nutné podminky.

== ==

1 N
O

==
= —

11

H




Reseni 1. kola

ass )
“+1 JAMA LVOVA % T ot

/X

=
) =)
Uloha 2A Kuli¢ky

Kdyz Bétuska zacina se 3 kulickami a kazdy den si koupi o 3 vice, mtizeme také fici, ze si kazdy den Bétuska koupi 3x vice kuli¢ek, nez
kolikaty den je. Celkovy pocet jejich kulicek se tedy da vyjadrit jako soucet nasobkt 3 od 3 do 3n nebo také 3x soucet ¢isel od 1 do n.

Musime zjistit vzorec pro soucet Cisel 1+2+-3-+- - -4+n. Nejprve je tfeba podivat se na to, jakou hodnotu ma n. Pokud je n sudé, dokazeme
vdechna ¢isla od 1 do n rozdélit do dvojic tak, Ze jejich soucet bude vidyn + 1, tzn.n+1,(n — 1) +2,(n —2) +3,..., (2) + (2 +1).
V tom pfipadé vynasobime 7 dvojic se souctem n + 1, celkovy soucet tedy bude: "("2—+1)

Pokud je n liché, dokazeme takto rozdélit vSechna ¢isla, az na prostredni hodnotu. Opét dostanu v % ptipadech soucet n + 1, tzn.
n+1,(n—=1)+2(n—2)+3,..., (%5) + (%5 + 2).Jako jediné nepouzité &slo mi zbude "5 + 1. Soucet kazdé dvojice tedy bude:

n—1 n—
+

]
+2=n+1
2 2

A kdyz secteme vsechny tyto dvojce a nase zbylé cislo:

<w+1%n;1)+<”;1+1):gﬁﬁ%#ﬁiu+1=

(n+2)-(n—1) 2 (n+n~m—4)+2:(M+n—2y+2:nk+n_nwn+ﬂ

2 2 2 2 2 2

A to je preci ten samy vzorecek jako pro suda cisla! D4 se tedy pouzit pro viechna cela ¢isla.

Nyni uz staci pouze vyse odvozeny vzorecek pro soucet Cisel od 1 do n vynasobit 3 a vyjde vysledek 3 - n(n+1) coz je pocet kulicek, které

3
bude mit Bétuska po n dnech.
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Obrazek 1: Pocty kuli¢ek
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Uloha 3A Pocitani se zbytky

Poddloha i)
Kolik zbytkovych trid modulo 2023 celkem existuje?

Pri klasickém déleni se zbytkem nam vyjde vzdy zbytek mensi nez délitel - zde tedy mohou nastat zbytky 0, 1, ..., 2022, to je 2023 rznych
zbytka. Ke kazdému jinému celému cislu umime pricist (¢i odecist) nasobek 2023 tak, abychom dostali jeden z téchto zbytk(; naopak
zadné dva z nich si navzajem nejsou kongruentni, protoze jejich rozdil bude kladny a mensi nez 2023, takze nedovede byt nasobkem
2023.

Tedy mame 2023 zbytkovych trid modulo 2023.

Poduloha ii)

Predstav si, Zze bychom na papir zapsali 120 pétek a vsechny je zndsobili. Jaky zbytek modulo 23 by ddval vysledek? Snaz se co nejvice
si usnadnit praci modulenim mezivysledki tak, abys nemusel(a) nikdy pocitat s prilis velkymi Cisly.

Postupné budeme v nasem velikém soucinu sdruzovat Cinitele do skupinek, které znasobime a nasledné z vysledku vezmeme zbytek
modulo 23.

Zaciname s tim, ze nasobime 120krat pétku. To mGzeme preskupit na 60 dvojic pétek, piicemz kazdou tuto dvojici vynasobime na
5.5=25=2(mod 23).

Nyni tak nasobime 60 dvojek. Nyni potiebujeme opét seskupit nékolik dvojek tak, aby jejich soucin pielezl 23. To se stane poprvé s péti
dvojkami, kdy dostaneme
2-2-2-2-2=32=9(mod?23).

Zacali jsme s 60 dvojkami a sdruzili je po 5, ve vysledku tedy mame 12 devitek.

Nyni si pomGzeme malym trikem: 9 = 3 - 3, proto si 12 devitek mizeme podrozdélit na2 - 12 = 24 trojek. Z téchto trojek opét vezmeme
skupinku, jejiz soucin preleze 23. To se v tomto piipadé poprvé stane s trojici trojek, kdy mame

3-3-3=27 = 4(mod 23).

Timto se z 24 trojek stane 8 Ctyrek.

Diky 4 = 2 - 2 mGzeme 8 Ctyfek zjemnit na 2 - 8 = 16 dvojek, a dvojky jsme uz vidéli, takze vime, Ze je chceme sdruzit po péticich, které
daji sou¢in 32 = 9 (mod 23). Zde uz ndm sdruzovéni do skupinek nevychazi dokonale: plati 16 = 3 - 5 + 1, &ili kromé tii takovych pétic
nam zbude jesté jedna piebytecna dvojka. Ve vysledku tak mame

9:9-9-2
Mame 3 devitky, coz uz vime, Ze je totéz jako 6 trojek, a 3 trojky davaji 4. Tedy

9:9.9.2=(3-3-3)-(3-3-3)-2=4-4-2=32=9(mod23).

Poddloha iii)

Pri pocitani se zbytky se mohou dit na prvni pohled zviastni véci: zatimco za obvyklych okolnosti vime, Ze soucin dvou nenulovych Cisel
je vZdy nenulovy, pfi politani jen se zbytky uZ to nemusi tak docela platit. Najdi dvé celd ¢isla a, b takovd, Ze ackoliva # 0 (mod 512)
ib % 0 (mod 512), pfestoa - b = 0 (mod 512).

512 neni prvodislo, takze je dovedeme rozlozit na soucin dvou mensich ¢isel, napt. 2 - 256. Protoze 2 i 256 jsou mensi nez 512 (ale kladna),
nedavaji zbytek 0 (mod 512), ale jejich soucin je 512 = 0 (mod 512). P¥ikladem takovych ¢éisel je tedy napt.a = 2, b = 256.

Poduloha iv)

Uvazuj situaci, kdy se nase modula m a n lisi pouze o 1, tedy n = m + 1. Vymysli, jaka Cisla pouzit v roli ,magickych Cisel” a, b, kterd daji
vzdy v jednom modulu zbytek 0 a v druhém 1. Ovér svou odpovéd’ pro m = 2023, n = 2024 tim, Ze naleznes néjaké celé Cislo x, které splriuje

x = 15 (mod 2023),
X = 42 (mod 2024).
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Hledame ¢isla g, b takova, ze

a =1 (modm), b =0 (mod m).
a =0 (modn), b =1 (modn).

Najit a je snadné: funguje vzita = n = m+ 1, protoze to da zbytek 1 po déleni m (protoze a = 1-m+-1) azbytek 0 po déleni n (protoze
to je samo n). Kdybychom naopak za b zkusili vzit m, netrefime se (ipIné: bude to nasobek m, ale po délenin = m + 1 da zbytek —1,
zatimco my chceme 1.

To Ize vyfesit mnoha zplsoby: napf. vezmeme b = —m, cozjeb = (—1) - (m+ 1) + 1, takZe dava zbytek jedna. Dal3i (v doslych fesenich
popularnéjsi) volbou pak bylo b = m - m. To funguje, protoze diky m = —1 (mod m + 1) mame

b=m-m=(-1)-(=1)=1(modm+1).

Nasli jsme tedy vhodna ¢isla, ovéime, ze pro m = 2023, n = 2024 davaji spravny vysledek. Pouzijme
a=n = 2024 b=m-m = 20232023 = 4092 529.
Podle navodu z tématka pak ocekavame, ze zbytky 15 a 42 nam da (mimo jiné) Cislo
x=15-a+42-b=15-2024 + 42 - 4092529 = 171916 578.
A tomu je skutecné tak, coz |ze dosvédcit skrze

171916578 = 84981 - 2023 + 15 = 84939 - 2024 + 42.

Poddloha v)

V Cinské zbytkové vété jsme uvedli podminku, Ze modula m a n musi byt nesoudélnd. Je tato podminka skutecné nutnd? Zvlddnes naijit
dvojici zbytkiti modulo m = 65 a modulo n = 91, kterd nebude splnéna zddnym jednim celym Cislem?

Cisla 65 a 91 jsou soudélna tfinactkou. To specialné znamena, ze kdykoliv zname zbytek ¢isla modulo 65 ¢i 91, miizeme z tohoto zbytku
jesté jednou vzit zbytek po déleni 13 a dostaneme tak zbytek plvodniho isla. To ale znamena, ze pokud dostaneme zbytky modulo 65
i modulo 91, musi nam po vzeti zbytku modulo 13 dat totéz.

Napt. tedy nemiize existovat ¢islo, které by spliiovalo

x =1 (mod 65),
x =0 (mod 91),

protoze kdyby existovalo, pak by muselo davat zbytek 1i zbytek 0 po déleni tfinacti — a to je absurdni.
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Uloha 1B Vyprava do pravéku
« Nejdrive si jednotlivé sloupce rozdélime podle ¢isel nad tabulkou.
« Doplnime ¢asti sloupcti podle predem zadanych hodnot.
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« Pomoci poctu barev, predéli a znamych hodnot v Sestém fadku vime, Ze &isla musi byt v poradi 5-7-5. Doplnime tedy sedmicky
mezi zadané sedmicky. Pokud pak soucet sedmicek odecteme od celkového souctu hodnot v fadkuy, zjistime, ze na vsech zbylych
poli¢kach budou pétky — pokud bychom doplnili libovolny pocet sedmicek navic, neslo by jiz zbyvajici sumu rozdélit po péti.

« Pak doplnime cisla do sloupcti tam, kde vime, ze budou stejna ¢isla tak jako na zac¢atku. Tento krok v budoucnu udélame vzdy, kdy
to bude mozné.

« V desatém radku pomoci poctu predéld a znamych hodnot vime, Ze ve tfinactém sloupci bude osmicka.
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« V osmém sloupci pomoci souctu hodnot zjistime, Ze v 8.-10. fadku budou devitky.
« Tak jako u minulého obrazku mizeme v poslednim fadku doplnit devitky mezi dvé znamé devitky.
+ Pomoci souctli hodnot ve sloupcich pak mGzeme doplnit ¢tyiky do 6., 7., 12. sloupce.
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Pro vétsi prehlednost si vyzna¢ime i predély do radku. (To budeme délat i pii dalSich krocich vzdy, kdy to pajde.)

V sedmém fadku pomoci poctu predéli doplnime pétku do jedendctého sloupce (nemiize to byt jiné islo nez 5/7, protoze pak

by nesedél pocet piedéld v fadku a ¢islo 7 to neni, protoze by pak nebyl piredél ve sloupci).

« Pomoci souctu hodnot v sedmém fadku doplnime devitky a sedmicku (vlevo musi byt devitky a vpravo sedmicky, protoze by
jinak nesedél pocet predélli v fadku).

« V poslednim fadku doplnime sedmicku do druhého sloupce (devitka to byt nemze - nebyl by predél ve druhém sloupci, jiné
Cislo také ne - nesedél by pocet predélii v poslednim fadku), pomoci souctu ziskame pocet devitek (3) a osmicek (1) a doplnime
je tak, aby sedély predély.

« Pomoci poctu predélli a sou¢tu hodnot doplnime osmy radek. Po odecteni viech vyplnénych poli¢ek od 113 vyjde 16 na zbyvajici
dvé policka. Jelikoz povolené mame pouze 7, 8 a 9 (tj. pravé 3 barvy), mGze se jednat pouze o soucet zleva 8+8, 7+9 nebo 9+7. 8+8
je vylouceno, jinak by nebyl v jedenactém sloupci predél. Pro 9+7 by nestadil pocet predél(i, doplnime tedy 7 do tretiho sloupce
a9 do jedenactého sloupce.

« Pomoci sou¢tu hodnot v fadku doplnime posledni devitku do tfetiho sloupce v devatém radku.
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« V druhém radku musi byt predély mezi 6-8-4-7-4, mlzeme tedy doplnit Sestku do prvniho a ¢tyiku do posledniho sloupce.

« Pomoci sou¢tu hodnot doplnime posledni sloupec.

+ Pomoci poctu predélit doplnime do tietiho fadku 3 osmicky do prvnich tfi sloupctl. Zbyvaji 3 poli¢ka davajici nutné dle souctu
v fadku 16. Pro zachovani poctu predéld na radku musi jit o soucet 8+4+4.
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« Pomoci souctu hodnot dopocitame desaty a jedenacty sloupec.

«+ Protoze ve druhém radku zname viechny predély (z nichz jeden musi byt mezi 6/8), mizeme doplnit sedmicku a dopocitame
Sestku pomoci souctu v radku.

« Pomoci souctu ve sloupcich dopocitame tfeti a devaty sloupec.

+ Protoze zname viechny predély v prvnim fadku (z nichz jeden musi byt mezi 8 a 4), tak mizeme doplnit dvé osmicky do prvnich
dvou sloupctli a pomoci souctu v fadku dopocitat dvé ctyrky.

« Pomoci souctu ve sloupcich dopocitame prvni, druhy, ctvrty a paty sloupec.

« Pomoci souctu v fadcich dopoditame Ctvrty a paty radek.
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« Doplnime barvy podle zadani a TA-DA.

Uloha 2B Je tézsi ten &i onen?
Zacneme tim, ze predméty rozdélime do (osmi) dvojic, ve kterych jednotlivé predméty porovname mezi sebou. Poté vezmeme tézsi
z nich z kazdého porovnani a ty opét porovname mezi sebou. Tento postup opakujeme, dokud nedojdeme k posledni dvojici, p¥i jejimz

vvvrs

porovnani najdeme nejtézsi predmeét.

vvy

Cely postup porovnavani si miizeme znazornit nasledujicim obrazkem. Na obrazku jsou predméty A-P. Jejich porovnani je vyjadfeno

Sipkou, ktera ukazuje vzdy na té73i z nich. Sipky jsou také oznacené ¢isly podle toho, o které kolo porovnavani se jedna.

- 2 - “ 2 “ “ 2 - “ 2 -

Nejtézsi predmét na obrazku pozname podle toho, ze byl tézsi v kazdém porovnani a tedy na néj ukazuji vSechny jeho Sipky. Tento
predmét je vyznacen na obrazku zelené.

Jak to ale bude s druhym nejtézsim predmétem? Tim muze byt jediné néktery z predmétq, které vyhraly véechna sva porovnani, kromé
porovnani s nejtézsim predmétem. Na obrazku najdeme 4 takové predmeéty (vyznacené zluté), které by mohly byt druhym nejtézsim
predmétem. Pak uz je staci jen porovnat ve dvojicich a tézsi z kazdé dvojice porovnat v poslednim vazeni mezi sebou, tézsi z nich bude
nasim hledanym predmétem, tedy druhym nejtézsim predmétem celkové.

V poslednim kroku postupu si ovéfime, ze jsme nepresahli povoleny pocet vazeni. V ramci hledani nejtézsiho predmétu jsme vyuzili
celkem 15 vazeni (vit 15 Sipek na obrazku), na posledni ¢tvefici jsme pouzili 3 dalsi vazeni, tedy celkové 18 vazeni.

Broucek Borek tak muize byt spokojen, protoze jsme splnili viechny jeho podminky.

Uloha 3B Pocitani se zbytky

Poduloha i)
Kolik zbytkovych trid modulo 2023 celkem existuje?

Pti klasickém déleni se zbytkem nam vyjde vzdy zbytek mensi nez délitel — zde tedy mohou nastat zbytky 0, 1, ..., 2022, to je 2023 rliznych
zbytkd. Ke kazdému jinému celému ¢islu umime pficist (¢i odecist) nasobek 2023 tak, abychom dostali jeden z téchto zbytkd; naopak
7adné dva z nich si navzajem nejsou kongruentni, protoze jejich rozdil bude kladny a mensi nez 2023, takze nedovede byt nasobkem
2023.

Tedy mame 2023 zbytkovych tfid modulo 2023.
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Poduloha ii)

Predstav si, Ze bychom na papir zapsali 120 pétek a vsechny je zndsobili. Jaky zbytek modulo 23 by ddval vysledek? Snaz se co nejvice
si usnadnit praci modulenim mezivysledki tak, abys nemusel(a) nikdy pocitat s prilis velkymi Cisly.

Postupné budeme v nasem velikém soucinu sdruzovat cinitele do skupinek, které znasobime a nasledné z vysledku vezmeme zbytek
modulo 23.

Zaciname s tim, ze nasobime 120krat pétku. To mGzeme preskupit na 60 dvojic pétek, piicemz kazdou tuto dvojici vynasobime na
5-5=25=2(mod?23).

Nyni tak nasobime 60 dvojek. Nyni potiebujeme opét seskupit nékolik dvojek tak, aby jejich soudin pelezl 23. To se stane poprvé s péti
dvojkami, kdy dostaneme
2:2-2-2-2=32=9(mod23).

Zacali jsme s 60 dvojkami a sdruzili je po 5, ve vysledku tedy mame 12 devitek.
Nyni si pom@zeme malym trikem: 9 = 3 -3, proto si 12 devitek m(izeme podrozdélit na2 - 12 = 24 trojek. Z téchto trojek opét vezmeme
skupinku, jejiz soucin preleze 23. To se v tomto piipadé poprvé stane s trojici trojek, kdy mame

3:3.3=27=4(mod?23).

Timto se z 24 trojek stane 8 Ctyrek.

Diky 4 = 2 - 2 mGzeme 8 Ctyrek zjemnit na 2 - 8 = 16 dvojek, a dvojky jsme uz vidéli, takze vime, Ze je chceme sdruzit po péticich, které
daji soucin 32 = 9 (mod 23). Zde uz ndm sdruzovani do skupinek nevychazi dokonale: plati 16 = 3 - 5 + 1, &ili kromé tiii takovych pétic
nam zbude jesté jedna piebytecna dvojka. Ve vysledku tak mame

9:-9-9-2
Mame 3 devitky, coz uz vime, Ze je totéz jako 6 trojek, a 3 trojky davaji 4. Tedy

9:9.9.2=(3-3-3)-(3-3-3)-2=4-4-2=32=9(mod?23).

Poddloha iii)

Pri pocitani se zbytky se mohou dit na prvni pohled zvlastni véci: zatimco za obvyklych okolnosti vime, Ze soucin dvou nenulovych Cisel
je vidy nenulovy, pFi pocitani jen se zbytky uz to nemusi tak docela platit. Najdi dvé celd ¢isla a, b takovd, Ze ackoliv a % 0 (mod 512)
ib % 0 (mod 512), pfesto a - b = 0 (mod 512).

512 neni prvodislo, takze je dovedeme rozlozit na soucin dvou mensich ¢isel, napf. 2 - 256. Protoze 2 i 256 jsou mensi nez 512 (ale kladna),
nedavaji zbytek 0 (mod 512), ale jejich soucin je 512 = 0 (mod 512). Pfikladem takovych ¢isel je tedy napt.a = 2, b = 256.

Poduloha iv)

Uvazuj situaci, kdy se nase modula m a n lisi pouze o 1, tedy n = m + 1. Vymysli, jaka Cisla pouzit v roli ,magickych Cisel” a, b, kterd daji
vzdy v jednom modulu zbytek 0 a v druhém 1. Ovér svou odpovéd’ pro m = 2023, n = 2024 tim, Ze naleznes néjaké celé Cislo x, které splriuje

x = 15 (mod 2023),
X = 42 (mod 2024).

Hledame ¢isla a, b takova, ze

a =1 (modm), b =0 (mod m).
a =0 (modn), b =1 (modn).
Najit a je snadné: funguje vzita = n = m+ 1, protoze to da zbytek 1 po déleni m (protoze a = 1-m+-1) azbytek 0 po déleni n (protoze

to je samo n). Kdybychom naopak za b zkusili vzit m, netrefime se (ipIné: bude to nasobek m, ale po délenin = m + 1 da zbytek —1,
zatimco my chceme 1.

To Ize vyfesit mnoha zplsoby: napf. vezmeme b = —m, cozjeb = (—1) - (m+ 1) + 1, takZe dava zbytek jedna. Dal3i (v doslych fesenich
popularnéjéi) volbou pak bylo b = m - m. To funguje, protoze diky m = —1 (mod m + 1) mame

b=m-m=(-1)-(—=1)=1(modm+1).
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Nasli jsme tedy vhodna cisla, ovéime, ze pro m = 2023, n = 2024 davaji spravny vysledek. Pouzijme
a=n = 2024 b=m-m = 20232023 = 4092529.
Podle navodu z tématka pak ocekavame, ze zbytky 15 a 42 nam da (mimo jiné) Cislo
x=15-a+42-b=15-2024 + 42 - 4092529 = 171916 578.
A tomu je skute¢né tak, coz lze dosvédcit skrze

171916578 = 84981 - 2023 + 15 = 84939 - 2024 + 42.

Podduloha v)
V Cinské zbytkové vété jsme uvedli podminku, ze modula m a n musi byt nesoudéind. Je tato podminka skutecné nutna? Zviddnes najit

dvojici zbytkti modulo m = 65 a modulo n = 91, kterd nebude splnéna zZddnym jednim celym Cislem?

Cisla 65 a 91 jsou soudélna tfinactkou. To specialné znamend, 7e kdykoliv zname zbytek ¢isla modulo 65 ¢i 91, mlizeme z tohoto zbytku
jesté jednou vzit zbytek po déleni 13 a dostaneme tak zbytek plivodniho ¢isla. To ale znamena, Zze pokud dostaneme zbytky modulo 65
i modulo 91, musi nam po vzeti zbytku modulo 13 dat totéz.

Napt. tedy nemize existovat ¢islo, které by spliiovalo

x = 1(mod 65),
x = 0 (mod 91),

protoze kdyby existovalo, pak by muselo davat zbytek 1i zbytek 0 po déleni tfinacti — a to je absurdni.
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