%‘?;/' - - Reseni 3. kola
JAMA LVOVA % e o

Kategorie mladsi

Uloha 1A Tajemny predmét

Zacneme s tim, co o tajemném predmétu od Frantiska vime. Mame dva Ctverce o strané 2 cm, které jsou navzajem rovnobézné, a roviny,
ve kterych lezi, jsou od sebe vzdalené 5cm. Je dulezité si uvédomit, ze at budou ¢tverce kdekoli v téchto rovinach, vyska télesa stale
zlistane 5 cm.

a

Obrazek 1: Podstavy Ize v(i¢i sobé libovolné posouvat.

Vice informaci ale od Frantiska nemame. Nemuzeme presné urcit, v jaké poloze vii¢i sobé ctverce jsou. Musime tedy zjistit dva Uhly
(v obrazku cerveny a modry), které sviraji dvé na sebe kolmé hrany ctverce s hranou mezi podstavami, popfipadé néjaky jiny Udaj, ze
kterého se, spolecné s vyse zminénymi informacemi, da téleso jednoznacné urdit.

Uloha 2A Vaha zaokrouhluje
Pro kazdou hodnotu x, kterou védha ukaze, musime pocitat s tim, ze redlna hmotnost bude lezet mezi o pdl gramu mensi hmotnosti

(zapsdno pomoci desetinné ¢arky: (x — 1),5 g) a o pdl gramu vy3§i hmotnosti (x5 g). Napf. pro x = 1g tak skute¢na hmotnost lezi mezi
0,5ga1,5g pro2gramy mezi 1,5ga25g, atd.

Uvazujme nyni o hodnotach v tabulce nejen jako o jednom ¢isle, ale jako o rozmezi mezi nejvétsi a nejmensi moznou hodnotou namé-
fené hmotnosti. Pak mlzeme z kazdé takové maximalni a minimalni mozné hmotnosti uréit hmotnost jedné nausnice, ktera by takové
namérené hodnoté odpovidala — k tomu staci jednoduse vydélit poc¢tem nausnic. Skutecna hmotnost jedné nausnice pak musi lezet
mezi témito meznimi hodnotami. Zkusime-li toto provést pro nase namérené hodnoty, dostaneme hodnoty zanesené v tabulce 1.

pocet nausnic | celkova hmotnost | rozmezi hmotnosti jedné nausnice | délka rozmezi
1 05-15¢g 05-15¢g 1g
2 25-35¢g 1,25-1,75g 05¢g
3 35-45¢g 1,16 -15¢g 034¢g
10 135-145¢g 1,35-1,45¢g 01g
20 26,5-27,58 1,325-1375g 005g

Tabulka 1: Rozmezi skute¢né hmotnosti jedné nausnice na zakladé méreni.
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Zde si mGzeme vsimnout, ze ¢im vice nausnic zvazime, tim mensi rozmezi hmotnosti jedné nausnice dostaneme. Navazena hmotnost
nam pro skute¢nou hodnotu da vidy rozpéti 1 gramu a tento 1 gram se vidy déli mezi p¥isluiny pocet nausnic. Cim vice nausnic tedy
naraz zvazime, tim presnéjsi mizeme ocekavat vysledek (toho Ize obecné vyuzivat u vazeni lehkych predmétt). Podivame-li se nyni na
vsechny hodnoty, které nam omezuji hmotnost jedné nausnice, dospéjeme k zavéru, ze hmotnost musi lezet mezi 1,35 a 1,375g. Po
zaokrouhleni desetiny dostaneme 1,4 g.

Uloha 3A Pétkova tabulka
Nejprve se na tabulku podivejme a zkusme si do ni vyplnit jenom znacky S;, S,,... pro rlizna suda ¢isla a Ly, Ly,... pro riizna licha ¢isla.

,

Protoze v zadném radku nesmi byt vicekrat stejné islo, je jasné, ze v prvnim fadku bude pét rGznych Cisel — pojmenujme je Sy, L1, Sy, Ly
a S3. Timto také dodrzime podminku o tom, Ze stranou nesmi sousedit sudé ¢islo se sudym a liché s lichym. Posuneme-li se ale o fadek
nize, narazime na problém (viz tabulku 2a). V souladu s pravidly umistime pod S, tfeba L,, pod L; ddme S;, pod S, potom L, a naopak
pod L, zase S,. Nyni vSak nastava potiz — pod S; nam z ¢isel pouzitych v prvnim fadku zbyva akorat S3. Prohozenim s S; nebo S, bychom
si nepomohli, a podivame-li se na to obecnéji, zjistime, Ze feSeni s pouze péti Cisly nemze existovat. V jednom radku totiz potiebujeme
pét riznych &isel z nichz dvé jsou lichd a tii suda. V druhém radku by taktéz mélo lezet pét rliznych disel, tentokrat vSak maji byt dvé
suda a tfi licha. Kazdé ¢islo je bud sudé, nebo liché, z ¢ehoz je jasné, ze na vyplnéni tabulky budou potieba nejméné tfi suda a tfi licha
Cisla. Redeni s pravé péti ¢isly tak neexistuje.
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S| LS| LS A|D|B|E|C
Ly | S| L | S| Ly D|A|E|B]|F
A|D|B|E|C
D|A|E|B]|F
A|D|B|E|C

(a) Licha a suda ¢isla v tabulce. (b) Vyplnéni tabulky pomoci A, B, C, D, E, F.

Tabulka 2

Jako nejmensi mozny pocet ¢isel, kterymi lze vyplnit tabulku, se nam nyni dle predchozi ivahy jevi Sest Cisel. Ozna¢me si je zatim A, B, C,
D, Ea F. Reknéme navic, Ze ¢isla A, B a C budou mit jinou ,sudost nebo lichost*' nez D, Ea F. S témito (zatim neuréenymi) ¢isly navrhneme
tabulku, ve které se pokusime vméstnat dana cisla co nejvickrat v souladu s pravidlem (3) - to pravi, ze v zddném fadku se nesmi stejné
¢islo vyskytnout vickrat. Budeme chtit co nejmensi soucet, proto se nam bude hodit mit vétsi mnozstvi nizsich ¢isel. Jelikoz je radki pét,
zda se, Ze nejvyse by se to mélo povést pravé pétkrat. Budeme se také snazit, aby A, B a C nikdy nesousedily stranami a stejné tak ani D, E
a F. Tomuto pak odpovida napfiklad tabulka 2b. Stejna ¢isla se snazime dat do dvojic sloupc, protoze je pak snazsi hlidat, aby v jednom
sloupci nebyla ¢isla lisici se o 1 — zde to dobre pljde.

Vyplnili jsme tedy tabulku Sesti cisly, coz by mél byt nejmensi mozny pocet. Nyni zbyva vymyslet, jak zafidit co nejnizsi soucet, ktery
pritom bude délitelny péti.

MuzZeme si vsimnout, ze A, B, D a E mame v tabulce pétkrat. At tedy budou jejich hodnoty jakékoli, jejich celkovy soucet ziistane délitelny
péti, ponévadz 5A + 5B + 5E + 5D = 5(A + B + E + D) je ndsobek péti. Jelikoz je jich v tabulce nejvice, zkusime jim pozdéji pfifadit co
nejmensi hodnoty. Nesmime navic zapomenout, ze hodnoty ¢isel v jednom sloupci se nesmi lisit o 1!

Zbyva tedy uz jen urcit hodnoty C a F. Zatim si mGzeme vybrat, jestli budou suda nebo licha, a vime, ze C se vyskytuje trikrat a F dvakrat.
Jednoduse by nas mohlo napadnout jim pfitadit hodnoty 5 a 10, tedy je udélat délitelné péti samy o sobé. Potom by byl jejich soucet 35,
a protoze za A, B, D a E bychom mohli napsat ¢isla 1 az 4, byl by celkovy souéet 20 4+ 15 + 10 4 5 4 35 = 85. Tady vsak narazime na

problém — jelikoz ¢isla 1 a 3 se obé lisi 0 1 od 2, nedaji se tato ¢isla rozmistit zplsobem, ktery by dodrzel jak podminku na réiznou paritu
sousedicich cisel, tak pozadavek na jejich rozdil.

Do feseni tak musime zahrnout i néjaka vétsi cisla. Kdybychom napfiklad vzali misto 3 nejblizsi volné ¢islo 7, mohli bychom tak dostat
ve dvojicich kombinace (1,4) a (2,7), které se neli$i o 1 a které by nam daly soucet 45 + 25 + 35 = 105. Podobné bychom mohli vzit 6
misto 2, ¢&imz bychom dostali dvojice (1,4) a (3,6) a opét soucet 105.

yv7

Zamysleme se ale jesté, jestli nemizeme dosahnout i nizsiho sou¢tu véech Ca Fnezje 5 + 5+ 5 + 10 + 10. Pfitom by také s trochou
stésti mohl odpadnout problém s 2, 3 a jejich sousedy tim, Ze bychom tyto ¢islice vyuzili jako C nebo F. MGzeme si tak zkusit projit ¢isla
délitelna péti nizsi nez 35 a zkusit, jaka C a F by ptripadné mohla dat takové soucty. Po chvili premysleni a zkouseni dojdeme k tomuto:

5: nelze,
10: nelze,
15: nelze,
20: Izeziskatjako6 +6 4+ 6+ 1+ 1nebo2+2+2+7 47,
25: lze ziskatjako7 +7+7 +2 +2nebo3 +3 +3 48438,
30: lze ziskatjako8 +8 4+ 8+ 3+ 3nebo4+4+4+9+09.

Z tohoto na prvni pohled jisté nejlépe vypada soucet 20. Rozeberme piipady:

« Pokud bychom vzali variantu 6 + 6 4+ 6 4+ 1+ 1 a pismentdm A az D by byla pfifazena ¢isla 2, 4, 5 a 7, soucet by byl 20 + 10 + 35 +
20 + 25 = 110.

+ Provariantu 7 4 7 + 2 + 2 4 2 by pismendim A az D patfila ¢isla 1, 3, 4 a 6, soucet by byl 20 + 5 4 15 4 20 + 30 = 90, coz je

zatim nejlepsi.

Varianta 7 + 7 4+ 7 + 2 + 2 da vyssi soucet, a varianta s 3 + 3 + 3 + 8 + 8 da za vyuziti pismen A az D s hodnotami 1,2,4 a5

soucet 25 + 5+ 10 + 20 + 25 = 85, coz je jesté lepsi nez 90.

Varianta 8 + 8 + 8 + 3 + 3 bude opét vyssi.

Varianta 4 4 4 4+ 4 + 9 + 9 mize pismena A az D vyuzit 1,2, 5 a 6, ptipadné 1, 3, 6 a 8, a soucet bude opét vys3si nez jiz objevené

varianty.

Po peclivém prosetfeni téchto moznosti tak m{izeme konstatovat, ze soucet 85 je nejmensi mozny, a nejlepsi mozné varianté tak odpovida
tabulka 3.

'V matematice se pro ,sudost nebo lichost” pouZiva termin parita.
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Tabulka 3: Jedno z vypInéni dosahujicich nejmensiho souctu.

Uloha4A  Telefonni spojeni
Ze zadani zname posloupnost, kterou nam vytvori zvuk [1], tedy [2 4 0 4 1 3] (kazdé dalsi Cislo pfitom znamena signal posunuty v ase).
Pfi nasobeni zvuku na vstupu se pritom prenasobi i signal, a pfichazi-li v jednom ¢ase dva signaly, zkratka se sectou.

Pojdme tedy nejprve zjistit, co za signal uslySime na druhé strané pfi vstupnim signalu [6 4 0 7 3]. Zvuk 6 vygeneruje signal
6-[2404 13/ =[12240 246 18]

Zvuk 4 prijde az o jednu dobu pozdéji, misto prvniho ¢isla si tedy napiseme pomlcku, a az za ni zaéneme signal [2 4 0 4 1 3], tedy

4-[-240413]=[-8160 16 4 12]
aobdobné
0-[--24041 3 =[--00 0 0 0 0]
7-[---240413 =[---1428 028 7 21
3.[----240413=[--- - 612 012 39|

Nyni zbyva dle pravidel jen secist dohromady ¢isla na stejnych pozicich, tedy

[12 244+8 0+16+0 24+0+0+14 6+16+0+28+6 18+4+0+0+12 12+0+28+0 0+7+12 21+3 9]

[12 32 16 38 56 34 40 19 24 9]

Tento signal uslysi buimak Tomas na druhé strané telefonni linky.

Nyni se podivejme na opacnou Ulohu — co fict, aby Tomas na druhé strané slysel signal [6 20 30 40 23 49 19 29 2 6]? Z piedchoziho
prikladu vidime, ze v ¢ase jedna je vstup dan pouze prvnim zvukem — Sestka na zacatku tedy musi vznikat jako sou¢in 2 a prvniho ¢isla
signalu, prvni cislo tedy bude 3. Cely signal vznikly z 3 pak je

3.[.]=[6120123 9
Na druhé pozici chceme 20 a z pfedchoziho jiz mame 12. Chybi tedy 8, coz je ¢tyfnasobek 2, tedy
4-[-.]=1]-8160 16 4 12].
Na treti pozici chceme 30 a jiz k nam pfichazi 0 a 16, tedy zbyva 14 a v Case 3 tak pujde o sedminasobek signalu:
7-[--.]=[-- 1428 028 7 21].
Na ctvrté pozici chceme 40 a z predchozich krokd dostavame 12 + 0 + 28 = 40, tedy signal zde bude 0:
0-[---.]=[---000000
Na paté pozici by méla byt 23 a z drivéjska prichazi 3 4+ 16 + 0 = 19. Zbyva tedy 6 a opét by mélo jit o dvojnasobek zvuku:

2. [----.]=[----48082¢]

Nyni zbyva pravé 5 dalSich pozic do konce. Pokud chceme mit zpravu bez néjakého pokracovani navic, pak to znameng, ze uz bychom ji
neméli prodluzovat (kazdy zvuk vydava signal po 6 ¢asovych dob). Pojdme to ale radéji ovérit:
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« Dale ma nasledovat 49, coz zde bude zatim 9 + 4 + 28 + 0 + 8 = 49, tedy nasledujici Cislo skute¢né vychazi jako 0.

« Poté ma pfijit 19, zde ptedchozi kroky pfispivaji 12 + 7 + 0 + 0 coz je opét 19.

+ Nasledovat ma 29, k ¢emuz prispéje 21 + 0 4- 8 = 29.

« Na zavér uz prispiva jen signal z posledniho zvuku, coz jsou po fadé 2 a 6.
Zodpovédélijsme tedy i druhou otazku a zbyva jen zapsat ziskany signal pohromadé, coz je zde [3 4 7 0 2]. llustraci zde nejlépe provedeme
na ¢tvereckovaném papife vybarvovaném riiznymi barvami pro prispévky od raznych signal(i — napt. jako na obrazku 2.
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Obrazek 2: Skladani signald.

Uloha 5A Stonozka
Kdyby stonozka dokazala plné vyuzit vSechny své nohy, mohla by kazdou z 30 nohou $lehat 10 + 5 sekund. Celkem by tedy Slehala

(10s + 55) - 30 = 450's neboli 7,5 minuty. To je vic, nez potiebuje, dokonce by stacilo, kdyby kazdou nohou $lehala jen onéch prvnich
10 sekund.

Jak ale nohy co nejlépe vyuzit? Zac¢iname od pravé nohy prvniho paru. Az stonozka dosleha tam, mize predat metlicku do levé nohy ve
stejném nebo v dalSim paru.

Zistane-li metli¢ka v prvnim paru, po doslehani levou nohou musi metlicku predat do pravé nohy druhého paru. Tam udéla to samé

a postup zopakuje i pro vSechny ostatni pary. Na konci uz bude mit odslehanych pét minut. Po naslehani poslednim parem muze predat
metlicku kfizem do pfedchoziho paru a jesté Slehat 14 - 2 - 55 = 140 s §lehat. (V poslednim paru nebude moct $lehat podruhé.)

Stonozka by také mohla po prvnim Slehani predat metlicku do levé nohy druhého paru, pak do pravé nohy tretiho paru a s kazdym
dal$im Slehanim takto posouvat metlicku kiizem do dalsSiho paru. Na konci by musela predat metlicku do protéjsi nohy stejného paru.
Poté by stejnym zpusobem predala metlicku do dosud nevyuzitych nohou a naposled by $lehala levou nohou prvniho paru. Kdyby
chtéla pokracovat, predala by metli¢cku zpatky do pravé nohy prvniho paru a cely postup zopakovala s tim rozdilem, ze uz bude metli¢ku
predavat po péti sekundach. Timto zpisobem by pIné vyuzila vsechny své nohy.

Celkem tedy muze slehat 7,5 minuty, coz by mélo stacit na jeden a pul kelimku Slehacky.
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Uloha 1B Rumova

Nejdrive pro Sylvii spocitame, kolik alkoholu jeji pralinky celkem obsahuji. Vime, ze ve 145 g pralinek je jedno procento 50% roztoku alko-
holu. Jedno procento ze 145 g je 1,45 g. Tento skoro gram a pUl rumu je z ptilky tvoren alkoholem. Takze celkem budeme mit v pralinkach
0,725 g alkoholu.

/X

My vsak vime, jaky objem alkoholu kvasinky potiebuji, musime proto prevést hmotnost alkoholu v pralinkach na objem. K tomu vyuzi-

jeme znalost hustoty alkoholu a vzore¢ku V = % = 007'7925; = 0,9177 ml. To neni ani mililitr. Tedy pralinky nam stacit nebudou, musime
’ cm3

obétovat nékolik vosich hnizd.

Pro vosi hnizda nejprve spocitame, kolik rumu celkem skoncilo v téstu. Méli jsme Sest patnactimililittrovych IZic 40% rumu, coz je celkem
90 ml rumu. Z toho 40 % tvori Cisty alkohol a 40 % z 90 ml rumu je 36 ml Cistého alkoholu. Tento objem cistého alkoholu je rovnomérné
rozlozen ve vsech 30 vosich hnizdech. Na kazdé hnizdo tak pfipadne 36 ml : 30 = 1,2 ml alkoholu. Nase kvasinky pottebuji 12 ml, proto
jim bude stacit vosich hnizd deset.

Uloha 2B Neuronova sit
Zkusme vypocet sité zjednodusit. Ozna¢me si vstupy jako A = obtiznost, B = opravujici, C = dni pred koncem kola a pocitejme, jaké
vyrazy vyjdou v jednotlivych neuronech sité. Na konci pak dostaneme vzorecek pro vystup na zakladé vstupu.

Zkusme to postupné. V prvni vrstveé se staci u kazdého neuronu podivat na tti Sipky, které do néj vedou, a zapsat je do vzorce s neznamymi
A, B, C. V prvnim neuronu (od shora) dostaneme 1- A — 0,5- B+ 0,1-C,vdruhém0-A —1-B+02-C= —B+ 0,2 Cav poslednim
1-A—05-B+071-C Mazeme si vSimnout, Ze prvni neuron nam vychazi stejné jako posledni.

Pro kazdy neuron z druhé vrstvy se podivame na Sipky, které do néj vedou, pfenasobime pfislusnymi ¢isly vyrazy neuronti z prvni vrstvy
a seCteme (posbirame dohromady vsechny ¢leny s A, vSechny cleny s B a viechny ¢leny s C). Pro prvni neuron mame

prvnineuron=1-(A—-05-B4+01-C)—03-(-B+02-C)+1-(A—05-B+01-C) =
=A-05-B+01-C+03-B—006-C+A—05-B+01-C=
=(1+1)-A+(-054+03—-05)-B+ (0,1 —006+0,1)-C=
=2-A—07-B+0714-C

Obdobnym vypoctem pak i

druhy neuron =05-(A—-05-B+01-C)+01-(—B+02-C)+05-(A—05-B+01-C) =
=(05+05)-A+ (—025—01—0,25) B+ (005+ 0,02+ 0,05) - C=
=A—-06-B+012-C
tieti neuron =0-(A—05-B+01-C) —07-(—B+02-C)+05-(A—05-B+0,1-C) =
=(0+05)-A+(0+07—-025)-B+(0—014+0,05)-C=
=05-A+045-B—0,09-C

Jako posledni uz spocteme konecny vystup sité. Vsechny ti Sipky do néj maji vahy 1, takze prosté seCteme vyrazy z neuronti druhé vrstvy,
tedy

vystup = (2-A—07-B+014-C) +(A—06-B+012-C) + (05-A+045-B —0,09-C) =
=(2+14+05)-A+(—07—06-+045)-B+ (0,14 +0,12 —0,09) - C =
=35.-A—085-B+017-C
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vstup vrstva 1 vrstva 2

1 1
>’A—O,5-B+O,1-C‘4>’2~A—0,7~B+0,14-C

o1 > A*O,S~B+O,‘I-C‘TS>’O,S~A+0,4S~BfO,09~C

Obrazek 3: Hodnoty v jednotlivych neuronech na zakladé vstupu.

Hlavni ¢ast prace mame nyni za sebou. Vystup sité dovedeme vypocitat pfimo z hodnot jednotlivych vstup(i, nemusime pro ménici se
hodnoty vstupl pocitat vidy znovu celou neuronku. Dovedeme tedy odpovédét na otazku ze zadani: pokud se Uloha Matyldé zdala
stredné tézka (A = 1), opravuje Alenka (B = 1) a do konce kola zbyvalo C = 7 dni, vyjde ndm z neuronové sité vystup

35-A—-085-B+017-C=35-1—-085-1+017-7 =35 — 1,35+ 1,19 = 3,84.

Kdybychom tedy zaokrouhlili na celé body, pak sit predpovida Matyldé zisk ¢tyf bodd.

Z pohledu na ziskany vzorecek taky hned vidime, Ze pro spoustu vstupl sit skute¢né predpovi nesmysiny vysledek. Cislo, kterym se
ve vysledku nasobi B, je zaporné, takze napt. staci, aby A = 0i C = 0, naCez bude vysledkem —0,85 - B. To vyjde pro kteréhokoliv
opravovatele vyjma Zuzky jako zaporné ¢islo. Naopak kdyby A = 2 a B = 0 (Zuzka opravuje lehkou ulohu), pak se vzorecek zjednodusi
na7+ 0,17 - C, takze pokud Matylda tlohu odevzda v¢as, predpovi ji sit zisk vétsi nez 7 bod(, coz je vic, nez kolik Ize z tlohy maximalné
ziskat. Neuronova sit tedy muze ¢asto davat nesmyslné vysledky, jak dosvedéuji uvedené piiklady.

Uloha 3B Generovani fetézcli

Na vygenerovani retézce 00222100 jinou posloupnosti pravidel nez tou ze zadani ma Honza hned nékolik moznosti. Zacinat samozfejmé
musi po¢ate¢nim symbolem A, na néj pak napfiklad pouzije pravidlo (iii) a ziska 00A, pak pouzije pravidlo (iv) a dostane fetézec ve tvaru
00AOO, coz uz je stav, ve kterém se nachazel i v piikladu v zadani, a protoze se v prvnich dvou pravidlech li$i, mGzeme pak dale pouzit
zbytek posloupnosti ze zadani a celkova posloupnost bude jina. Nase nova posloupnost pravidel tedy bude vypadat takeo: (iii), (iv), (ii),
(vi). Pfipadné mlzeme zvolit jinou zménu, misto pravidla (vi) Ize pouzit za sebou pravidla (v) a (vii) a dojit opét ke stejnému vysledku.

Pfi popisovani vygenerovanych fetézcli se zaméfime nejprve na pravidla pro pocatecni symbol A Viimneme si ale, ze pravidlo (ii) se
od ostatnich lisi, nejen vygenerovanymi Cisly ale hlavné tim, ze po jeho aplikovani uz se nemGzeme dostat na pismeno A. Pravidlo (ii)
totiz vygeneruje pismeno B a z zadného dalsiho pismena kromé A samotného uz pismeno A znovu nevygenerujeme. Z toho vyplyva,
ze pravidla (i), (iii) a (iv) se mohou aplikovat pouze dokud se neaplikuje pravidlo (ii). Co tedy mizeme fict o pravidlech (i), (iii), (iv)?
Vsechna pravidla generuji dvé Eislice 0, ty se lisi pouze pozici vici pismenu A. Kazdé pravidlo tedy generuje sudy pocet 0, miizeme tedy
konstatovat, ze ve vysledném fetézci pocet 0 musi byt taktéz sudy a muize byt i nulovy, pokud bychom rovnou na pocate¢ni symbol
pouzili pravidlo (ii). Pfipadné Cislice 0 se také budou vzdy nachazet na krajich vygenerovaného fetézce, tedy prvni pii Cteni zeptedu ¢i
zezadu. Po vygenerovani 0 tedy nemame jinou moznost nez pouzit pravidlo (ii), a do fetézce nam tak pfibude 2B1. Nase fetézce potom
vypadaji néjak takto:

0..02B10...0, kde t + s je sudé.
~ ~
t-krat s-krat

Ted muzeme bud pouzit rovnou pravidlo (vi) a ziskat fetézec 00...2221...00, nebo stejného vysledku dosahneme postupnym pouzitim
pravidel (v) a (vii). VSechny fetézce tedy maji sudy (celkovy) pocet 0 na krajich a mezi nimi isla 2221.

Zaméime se nyni na generovani fetézct tvaru 0000...00003331111...111, kde pocet pocate¢nich nul je o jednu vétsi nez pocet jednicek
na konci. Jako podatecni symbol si zvolime napfiklad pismeno S. Nejprve si predstavime, jak bychom vytvareli fetézec, ktery by mél stejné
mnoho nul jako jednicek. Mzeme se inspirovat pravidlem (i) ze zadani a vytvofit pravidlo tvaru S — 051. Timto zptsobem mUzeme
ziskat nekone¢né mnoho fetézcli se stejnym poctem 0 a 1, pak ale potfebujeme pridat jesté jednu 0. Udélame to jednoduchym pravidlem
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S — 0T. VSimneme si totiz, ze kdyby pravidlo ménilo S na 0S, mohli bychom si Cislic 0 vygenerovat libovolné a ne pouze jednu. Proto jsme
pouzili dalsi pismeno. Poté potrebujeme jesté vygenerovat tii trojky, pfidame tak pravidlo T — 333. Celkové tedy pouzivame pismena S
(pocate¢ni symbol), T, Cislice 0, 1, 3 a pravidla

(i) S — 051,
(i) S — 0T,
(i) T— 333.

Uloha 4B Kamzici a mésta

V mapé mame zaneseny naméfené nadmorské vysky, které se od skute¢nych lisi nanejvys o 50 m. Mame-li tedy sousedni mésta X, Y
a namérena vyska X je vice nez 100 m vyssi nez naméfena vyska Y, pak si mizeme byt jisti, ze X lezi vys$ nez Y (znatme X > Y). | kdyby
totiz skutecna vyska Y byla o 50 m vy3si nez namérena a skutecna vyska X o 50 m nizsi nez namérena, porad by to nepiekonalo onen

stometrovy rozdil.

Obrézek 4: Vyskrtnuté obce nikdy nemohou byt mésty. Sipky znaéi vztah ,zaruéené lezi vy3"

Pokud si obce v Knizectvi kamzik{ oznac¢ime pismeny A az P jako na obrazku 4, mizeme i byt jisti, ze D > GE > H,G > FH>LaM > L
To znameng, ze C, F, H a L urcité nejsou mésta, takze nebudou soucasti zadné aglomerace. Odebranim téchto mést se mapa rozpadne na
nékolik mensich, rozpojenych kouski: {A,B}, {D,E}, {G}, {1,K} a {M,N,O,P}. Jelikoz mésta aglomerace spolu musi byt spojena cestami,
muzZeme si byt jisti, Ze kazda aglomerace lezi cela uvnitf jedné z predchozich ¢asti Knizectvi. Budme vsak obezietni: aglomerace mize
vyplnovat celou ¢ast, ktera nam takto zbyla; ale taky muze vyplhovat jen jeji mensi kus; dokonce by se v jedné casti Knizectvi mohli
nachazet dvé a vice aglomeraci, nebo naopak zadna. Projdéme postupné vsechny ¢asti:

« {AB}. Podle namétenych vysek je A vy3 nez B, ale rozdil je mensi nez 100 m, takze vhodnym posunutim obou o 50 m by se mohlo
stat B > A. To znamena, Zze A samo o sobé aglomeraci netvoii. Ani B samo netvoii aglomeraci — mUze nastat A > B.CoA aB
dohromady? Aby ani jedno z nich nebylo méstem, muselo by platit A < B (aby A nebylo mésto) a nasledné B < C (aby B nebylo
mésto). To by ale znamenalo i A < C, coz nejde, protoze rozdil mezi naméfenymi vyskami A a C je vic nez 100. Alespon jedno z A,
B tak vzdy bude mésto, nedokazeme vsak uréit které — zadné z nich samo o sobé by méstem byt nemuselo, takze ani jedno z nich
nemUze tvofit samostatnou aglomeraci, coz znamena, ze {A,B} je aglomerace.

« {D,E}. Zaprvé si viimnéme, Ze naméfené vysky D a E se li$i o méné nez 100 m, takZe by mohlo nastat jak D > E, takiD < E, takze by

se mohlo stat, Ze D neni mésto, a stejné tak by se mohlo stat, Ze E neni mésto. Viechny sousedici obce (C, F, H) vSak maji namétené

vysky vyrazné nizsi (o vice nez 100 m), takze budou urdité nizsi nez obé D, E. To znamen3, Ze jedno z D, E bude uréité méstem (to
vyssi, anebo obé, budou-li stejné vysoko), takze {D,E} je aglomerace — ovéfili jsme, Ze samo o sobé ani jedno mésto k vytvoreni
aglomerace nestaci.

{G}. Obec G mé jediného souseda, o kterém vime, Ze je zaru¢ené nizsi. Mame tak jistotu, Ze G je mésto, takZe uz samo o sobé tvofi

aglomeraci.

{1,K}. Naméfené vysky obci I, J, K se mezi sebou li§i vidy jen o méné nez 100 m, takze by se mohlo zdat, ze by mohly tvofit

aglomeraci. Nesmime v$ak zapomenout na sousedici obce F a H. A¢koliv je F skrtnuté, nebot ma jesté vyssi sousedy F a G, stéle je
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(podle namérené vysky) vys nez I. Pokud by tedy chyby vyskomeéru byly obzvlasté zakefrné, mohlo by nastat F > | > | > K, takze
by zadna z obci I, J, K nebyla mésto. To by ptihodilo tfeba tehdy, kdyby F = 2227, 1 = 2220, ) = 2210, K = 2204, coz jesté splinuje
podminku, Zze vyskomér se v pokazdé spletl o nanejvys 50 m. V této ¢asti Knizectvi tak zadnou aglomeraci nenajdeme.

« {M,N,O,P}. Naméfené vyiky téchto obci se opét lidi ,jen malo’, mezi sebou vzdy o méné nez 100 m. Jedina sousedici obec L je
navic zaru¢ené nizsi nez viechny M, N, O, P, takZe ndm nenastane problém jako v piedchozi ¢asti. ZdGivodnéme si, pro¢ {M,N,O,P}
skutecné je aglomerace. Na zakladé méreni lezi skute¢na vyska obce M v rozsahu 2130 az 2230, obec N rozsah 2133 az 2233, pro
O je t0 2051 az 2151 a konecné pro P plati rozsah 2075 az 2175. VSimnéme si, Ze tyto Ctyfi rozsahy maji spolecny prekryv — vysek
zrozsahu 2133 az 2151 mize nabyvat kazda ze ¢tyr obci. Vhodnym ,nastavenim” chyb bychom tedy dovedli skute¢né vysky téchto
Ctyr obci libovolné seradit. Tim bychom zvladli docilit toho, ze kterékoliv z nich je jedinym méstem: napfiiklad aby M bylo jediné
meésto, vzali bychom treba M = 2150, N = 2145, 0 = 2140 a P = 2135, coz by znamenaloM > N > O > P. To znamena, Ze
kdybychom kteroukoliv z obci ubrali, zbytek by netvofil aglomeraci. Naopak vime, Ze jedna z obci bude nejvyssi ze viech Ctyf, takze
uz bude vyssi (nebo rovna) nez véechny jeji sousedni obce, takze bude méstem. Tim jsme zdvodnili, Ze {M,N,O,P} je aglomerace.

Dohromady tak v Knizectvi mame ¢tyfi aglomerace {A,B}, {D,£}, {G} a {M,N,O,P} (znazornéné na obrazku 5).

Obrazek 5: Aglomerace v Knizectvi kamzik(.

Uloha 5B Navitévy
Jednotlivi kamaradi bydli ve vrcholech ¢tverce o strané a = 100 m. Kdybychom si nakreslili dvé kruznice se stiedy ve dvou protéjsich

vrcholech a poloméry 70 m, vSimli bychom si, Ze se uprostred ¢tverce tésné mijeji. To by znamenalo, Ze zvitatka obyvajici protéjsi vrcholy
Ctverce od sebe bydli dale nez 140 m, takze se nemohou potkat.

Abychom Uvahu z obrazku podepfeli presnym vypoctem, spocitejme, jak dlouha je thlopiicka ctverce. Z Pythagorovy véty si tuto délku
£ vyjadiime pomoci strany ¢tverce jako

¢ =+a2+a?m = /1002 + 1002 m = 100 - v/2m = 141,4m.

veve

Uhlopfi¢ka je tedy skute¢né delsi nez 140 m, takze zvitatka z protéjéich vrcholi se v rozsahu 70 m od svych domd nemohou potkat.

Aby se tedy zvifatka mohla potkat, bude potfeba prodlouzit povolenou vzdalenost. Kdyz opét uvazime dvé zviratka z protéjsich vrcholq,
mohla by se potkat na plli cesty, tedy piesné ve sttedu étverce. Uhloptiky se navzajem pili, takZe tento bod setkani bude vyhodny i pro
druhou dvojici zviratek. Vzdalenost z vrcholu ¢tverce do jeho stfedu navic snadno ziskame jako polovinu délky uhlopricky %. Z toho
dostavame, ze zviratkim bude k setkani jako povolena vzdalenost stacit pfiblizné 70,7 m.

Zviratka by proto méla rodice pozadat o prodlouzeni vychazky na alespon 71 m.
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