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Uloha 1A Krizovka

Nejprve Edovi poradime, at se zaméFi na rozdil dvojcifernych ¢isel v pravém sloupci. Je-li v prvnim &isle na misté desitek 1, pak nechce-li
se hrosik dostat do zapornych ¢isel, bude chtit i ve druhém cisle na misté desitek jednic¢ku. Soucet ve druhém radku se tak jisté bude
rovnat 11 (obrazek 1a).

Dale se hrosik mGze podivat na nasobeni. Ma-li nasobit dvé jednociferna ¢isla a ma-li mu vyjit dvojciferné ¢islo s 4 na misté jednotek,
toto dvojciferné ¢islo muze byt 14, 24, 54 nebo 64. Na 14 a 64 vSak nema Cislice (1 uz udal a na 64 by bylo tfeba mit dvé 8, coz nema),
takze se mu vybér z(zi na 24 a 54. Pokud by vzal 24, jednalo by se o sou¢in 8 - 3 (druha varianta by byla 6 - 4, ale 4 ve vybéru nema).
Podiva-li se pak na feSeni podilu, mohl by jako dvouciferné cislo vybrat 20, 21, 24, 25, 27, nebo 28. Na 24 nema 4, na 25 nema vice 5, na
27 a 21 uz mu bude chybét na rozklad 3 (kterou vyuziva na pfedchozi soucin), na 28 opét nema 4 a stejné tak na 20. Tedy 24 v pravém
dolnim rohu byt nem0ze — proto tam hrosik umisti 54. Podil pak mGze byt jen 56 : 7 = 8 nebo 56 : 8 = 7 a soucin 6 - 9 = 54 nebo
96 = 54, nicméné u druhé varianty by se 9 + 1 muselo rovnat jednocifernému ¢islu, coz neni pravda, spravna tedy bude prvni varianta
(obrazek 1b).

Nyni uz ma hrosk docela dost voditek a pujde to snaz — ve druhém fadku snadno doplnivztah 9 +2 = 11, ve druhém slouci3 — 1 =2,
v prvnim fadku 6 + 1 = 7 a posledni vyraz uz snadno uréi jako 17 — 10 = 7 nebo 17 — 17 = 0. Se spravnym systémem tak nebylo pro
Edu tézké dobrat se vysledku (obrazek 1c).

(@) (b) ()

Obrazek 1

Uloha 2A Divotvorna ¢isla

Abychom zjistili, k jakym ¢isldm mizeme dojit, budeme postupovat odzadu, tedy od ¢isla 1. V kazdém kroku mizeme provést 2 riizné
pocetni operace:

+ vynasobeni 2
«+ odecteni 1a vydéleni 3

(Protoze postupujeme odzadu, jedna se o ,opacné” operace, nez bychom s ¢isly provadéli obycejné.)
Budeme-li postupovat spravné, v sedmém kroku nalezneme vsechna Cisla, ktera si Achilles mohl myslet.
Upozornéni: mlizeme pouZzivat pouze prirozena Cisla, tedy ¢isla 1,2, 3, 4, ...

1. mame Cislo 1

e 2

« 0 (nelze, viz upozornéni)
2. mame dislo 2
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1 (nelze)
3. mame cislo 4
« 8
« 1 (nelze, nebot bychom se zacyklili)
4. mame cislo 8
. 16
« Z (nelze)
5. mame ¢islo 16
. 32
+5

Nyni kone¢né miizeme vyuzit obé moznosti, a proto si rozdélime nasledujici kroky na dva pfipady:
6. (a) mame dislo 32
- 64
3L (nelze)
(b) mame ¢islo 5
+ 10
+ % (nelze)
7. (@) mame ¢islo 64
. 128
o 21
(b) mame ¢islo 10
« 20
3

Spravnym feSenim jsou isla 3, 20,21 a 128.

Uloha 3A Cerna skrinka

Zjistit pomoci Cerné skfinky, zda viibec existuje spravedlivé rozdéleni kofisti, nebo bude potieba déleni odlozit na pfristi tyden, je jed-
noduché: Straky prosté se¢tou hmotnosti véech nashromazdénych predmétd, vydéli toto Cislo dvéma (vysledek si oznac¢ime x), a poté

se zeptaji skrinky, zda lze predmeéty rozdélit do dvou hromadek tak, ze kazda vazi presné x g. Pokud skfinka odpovi Ne, pak spravedlivé
déleni neexistuje a straky budou muset jesté tyden pockat, pokud odpovi Ano, pak je mozné korist spravedlivé rozdélit. Ale jak?

Vzhledem k tomu, Ze straky mohou polozit ¢erné skfince libovolny pocet otazek, mohou postupovat tak, ze budou postupné pro jeden
predmét po druhém urcovat, do které hromadky patii. Hromadku, ktera nakonec pfipadne Névé, budeme znacit N, tu, ktera bude patfit
Pévé, P.

Na zacatku straky vyberou ze skladisté libovolny predmét A a poloZi jej na libovolnou hromadku — feknéme, Ze jej daly treba do hromadky
N. Tento predmeét néco vazi, oznac¢me si jeho hmotnost a gram@. Do hromadky N nyni zbyva pridat uz jenom predméty o hmotnosti
(x —a) g, nahromédce P je$té nic neni, to znamen4, ze tam stale musime dat pfedméty o hmotnosti x g. Nyni straky vyberou ze skladi$té
(opét libovolné) druhy pfedmét B, ten ma hmotnost b g, a opét jej daji na libovolnou hroméadku. Reknéme, Ze tentokrat zvolily hromadku
P.Na hromadku N tedy stale musi pfidat (x —a) g, na hromadku P (x — b) g. Plijde to? To straky nevi — ale mohou se zeptat éerné skfifiky!
PoloZi ji tedy otazku: Lze ze zbylych predméti ve skladiéti vybrat skupinu takovou, ze dohromady vazi presné (x — a) g? (Stejné tak dobte
by se straky samozfejmé mohly ptat na hmotnost (x — b) g.) Pokud skifika odpovi Ano, pak straky vi, ze zacaly spravné, nechaji prvni
dva predméty tam, kam je daly, a pajdou do skladisté pro tieti predmét. Pokud skiifika odpovi Ne, pak to znamena, ze predméty A a B
musi byt na stejné hromadce. Straky tedy prendaji napt. predmét B z hromadky P na hromadku N, a pGjdou do skladu pro dalsi predmét.

Obecné tedy s kazdym predmétem udélaji straky toto:

1. Polozi jej na libovolnou ze dvou hromadek.
2. Vypoditaji, jakou hmotnost jesté potiebuji na jednu z hromadek pfidat.
3. Zeptaji se Cerné skfinky, zda Ize ze zbylych predmétti vybrat skupinu o této hmotnosti.

vry

4. Pokud sktinka odpovi Ano, je véechno v poradku, pokud odpovi Ne, prendaji naposled pfidany predmét na druhou hromadku.
Strakam samoziejmé pomuze, pokud si budou davat pozor, aby po pfidani predmétu na hromadku hmotnost této hromadky neptekro-
¢ila vyslednou hmotnost x — takové feseni totiz uréité nebude spravné (pokud tedy nepfipustime, ze by hmotnost nékterého predmétu
mohla byt zapornj, a to se ani v Kralovstvi zvifat nedéje). Vimni si ale, Ze teoreticky to kontrolovat nemusi — pokud hmotnost nékteré
hromadky po pfidani predmétu Y pirekrodi x g, cerna skfinka na nasledujici otazku odpovi Ne, a straky pfedmét Y prendaji na druhou
hromadku (a pokud nékde neudélaly chybu, vsechno bude zase v poradku).
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Uloha 4A Pandemie

Prvni, co Bacila napadlo, je postupovat hrubou silou — predstavit si, Ze prvni bakterii vysadi do mésta A, a pocitat peclivé den po dni, kdy
a kde se budou objevovat nové bakterie, a za jak dlouho bude planeta dobyta. Potom si predstavit, ze prvni bakterii vysadi do mésta B,
opét vse spocitat, takto pokracovat pro viechna mésta a nakonec vybrat nejlepsi moznost.

Takto by se samozrejmé spravného vysledku dobral, ale zbyte¢né pracné. Vse si mlze usnadnit, uvédomi-li si nasledujici:

« Bakterie se vzdy objevuji po jedné — zadny den ve mésté nepribudou dvé ¢i vice bakterii naraz.

« V mapé planety nejsou zadné kruznice — pokud vyjdeme z mésta, miizeme se do néj vratit jenom tak, ze plijjdeme nazpét po
cestach, které jsme prosli. (U¢ené bakterie nazyvaji mapy - nebo, jak ony tikaji, grafy — s touto vlastnosti stromy.) Diky tomu vede
mezi dvéma mésty vzdy praveé jedna trasa.

Z toho uz dokazeme pro Bacila vymyslet lepsi postup. Pfedstavme si, ze mame néjaké mésto (fikejme mu X), ve kterém se jednoho dne
objevila prvni bakterie, a polozme si otazku, za jak dlouho se objevi prvni bakterie v sousednim nenakazeném mésté Y, které je s X spojeno
cestou.

Nejprve si rozmysleme, ze viibec nezalezi na ostatnich méstech — ze zdroje nakazy (mésta, do néhoz byla vysazena prvni bakterie) do
mésta Y vede urcité cesta pres X. To je proto, Ze musi existovat trasa ze zdroje nakazy do X (koneckonc(i, X samo mze byt zdrojem
nakazy), jinak by se bakterie nemohly do X dostat. Z toho, Ze v mapé nejsou kruznice, pak plyne, Ze toto je jedina trasa ze zdroje nakazy
do Y - jiné bakterie, nez ty z X, se tedy do Y dostat nemohou.

Mzeme tedy (na okamzik) zapomenout na viechna ostatni mésta. Ocislujme si dny od toho, v némz se v X objevila prvni bakterie,
a pocitejme, kolik je na konci kazdého dne v X bakterii. Po 1. dni je to tedy 1 bakterie, po 2. dni 2, po 3. dni 3 a tak dale...

Dejme tomu, Ze na zdolani cesty mezi X a Y je potieba 5 bakterii. Téchto 5 bakterii bude na konci 5. dne pfipraveno v X, a proto se 6. dne
objevi prvni bakterie v Y, to jest 5 dni po tom, co se prvni bakterie objevila v X. Obecnéji, je-li na zdolani cesty potieba n bakterii, pak se
prvni bakterie v Y objevi po n dnech — tedy v (n + 1). den.

OnnC

Cisla, ktera jsou v Bacilové mapé napsana u kazdé z cest, tedy mGzeme chapat jako dobu, za kterou se ndkaza po této cesté dokaze
$ifit. Z toho muizeme obecnéji odvodit, kolik dni po vysazeni prvni bakterie v nékterém z mést (fikejme mu P) se objevi prvni bakterie
v libovolném meésté X — prosté najdeme trasu z P do X a seCteme cisla zapsana u viech cest.

Dobu, za jakou bude planeta dobyta, uz ziskame snadno — spocteme si dobu Siteni nakazy z P do kazdého dalSiho mésta, a vezmeme
nejvétsi z téchto Cisel (maximum).
Takto uz mlzeme pro kazdé z mést A — O spocitat, za jakou dobu po vysazeni prvni bakterie v nich bude planeta dobyta, a vybrat

nejlepsi moznost. Zjistime, Ze je to D, a Ze planeta pak bude dobyta 14 dni po vysadku (to ale znamena 15. den dobyvani).

Ze D je tou nejlepsi volbou, si m(izeme snadno ovétit — v tomto piipadé totiz posledniho dne budou obsazena hned 3 mésta naraz — A,
C a 0. Kdybychom tedy prvni bakterii umistili do jiného mésta, tfeba do I, pak by se doba Sitreni do mésta A musela jenom prodlouzit,
protoze | lezi od D jinym smérem nez A. Kdybychom naopak zdroj ndkazy posunuli smérem k A (tfeba do B), prodlouzime dobu Siteni
do O.

Nejlepsi radou pro Bacila je tedy vysadit bakterii do mésta D — planeta potom bude dobyta v 15. den.

Uloha 5A Faxovani

Vzhledem k tomu, ze mame k dispozici dva faxy, mizeme si chodbu rozdélit na dvé stejné casti, pricemz do kazdé ¢asti umistime pravé

jeden fax. Urcité bude nejvyhodnéjsi umistit fax naproti dvetim, abychom usetili vzdalenost 10 metr(.

Nejvyhodnéjsi je umistit faxy naproti prostiednim dvefim, tedy naproti 3. a 8. dvefim. Pro¢? Protoze kdyz fax posuneme k vedlejsim
dvefim, pfiblizime se jedné strané, ale na druhé strané se vzdalenost zvysi o 10 metrd, tedy i celkovy soucet bude o 10 metri vyssi.
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Uloha 1B Koralky

Uvédomme si, co vlastné soumérnost nahrdelniku znamena — dva koralky stejné vzdalené od konct tvoii stejnobarevné dvojice. Mohli
bychom tedy troufale fici, ze koralkd musi byt vzdy od kazdé barvy sudy pocet. Nesmime ale zapomenout na to, Ze je-li celkem koralk(
lichy pocet, pak by mél koralek, ktery lezi pfesné vprostred nahrdelniku, tvofit ,dvojici“ sam se sebou. Koralkd takovéto barvy pak bude
lichy pocet. Formulujme tedy podminku ptesnéji — nanejvys od jedné barvy smi byt koralka lichy pocet (neboli je od véech barev, nebo
od vsech kromé jedné, sudy pocet koralkd).

Pro zkousku si mizeme rozmyslet, jak z takovéto hromadky koralkd vyrobime soumérny nahrdelnik. Zacneme tim, ze pokud je mezi
barvami jedna, od které je koralki lichy pocet, vezmeme od ni jeden koralek a navlekneme ho na $ndrku (pokud takova barva neni,
neudélame nic). Tim si zaru¢ime, ze mame (jesté nenavlecenych) koralk( vzdy sudy pocet od kazdé barvy — mizeme si je tedy vSechny
usporadat do stejnobarevnych dvojic. Dvojice pak v libovolném poradi navliékneme, a to vzdy jeden koralek z jedné a druhy z druhé

strany $nadrky. Nahrdelnik tak budeme tvofit odprostied, ¢imz bude urcité soumérny.

Uloha 2B Stiikacky

Tato Uloha se da fesit dvéma zpusoby. Prvni moznosti je, ze spocitame objem kybliku Vi a objem jedné strikacky V..

1
Ve = L 252 cm? - 50 cm = 24 543,7 cm® = 24 543,7 ml

1 2 2 . 3
V, = 3 -m- 1,5 cm” - 6¢cm = 10,6 cm® = 10,6 m/
Kdyz objem kybliku vydélime objemem stiikacky, dostaneme pocet sttikacek, kterymi kbelik naplnime.

Vi 245437ml |
= 22315
Vi 10,6 ml

Fenku je ale 24, takze nebudou muset jit ke studni 2 315krat. Abychom zjistili, kolikrat pljdou vsichni dohromady, musime celkovy
pocet potiebnych naplnénych stiikacek vydélit poctem fenkd: 2315 : 24 = 96,458, coz znamena, ze 96krat pujdou ke studni vsichni
a naposledy jich musi jit jen11.
Mizeme si povsimnout, ze pocitame podil objemu kbeliku a objemu stiikacky, ktery si miizeme vyjadiit obecnéji, a tim si zjednodusit
poditani.

2-m-252cm?-50cm 252 cm? - 50cm |
=3 P = S =2315

7 T-15%cm?-6cm 1,52 cm?* - 6cm

Vi
Vi

Zbyly postup uz je stejny jako v predchozim zpasobu feseni.

Uloha 3B Mravenci a milkshake

Je dulezité si uvédomit, ze kdyz mravenci pocitali s pavodni ¢astkou N, pokazdé si mohli rozdélit Jamacoiny na stejné dily. To znamena,
Ze nase Cislo N musi byt délitelné viemi celymi Cisly od 1 do 10. Zkusme tedy najit nejmensi spole¢ny nasobek téchto disel. (Jednicku
muzeme vynechat, protoze nasobkem 1 je jakékoliv pfirozené cislo.)

Cisla2,3,4,5,6,7, 8,9, 10 rozlozime na prvodisla.

2=2
3=
4§=2.2
5=
6=2-3
7 =
8§=2-2-2
9=3-3
10=2-5

Nasledné vynasobime vsechny jedine¢né dily (kupiikladu dil 2 - 2 je obsazen v dilu 2 - 2 - 2 a proto neni jedinecny) a zjistime vysledek.
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2-2-2-3-3-5-7=12520

2520
— =252
10
Prvnim moznym fesenim je tedy 252 Jamacoin(. Nemohli jich ovSéem mravenci mit vice? Vynasobime nase vysledné ¢islo nejmensim
prvocislem, jaké zname (2), a zkontolujeme, je-li vysledek stale platny.

252 -2 = 504

Na jednoho mravence by v tomto pfipadé ptipadalo 504 Jamacoind, coz je ale vice nez 500 Jamacoin(, a tato moznost tedy neni spravné.

Na zacatku diskotéky tedy méli mravenci dohromady 2520 Jamacoind.

Uloha 4B V jamé lvové

Nez se zamyslime nad bezpecnosti prichodu jamou Ivovou, u¢inime pozorovani. Kdyz se podivame na obrazek 2a, vidime, ze vyznacené
trojuhelniky se zdaji velmi podobné (a stejné tak trojuhelniky na obrazku 2b). Oba jsou pravothlé a jeden Ghel maji spole¢ny, i posledni
Ghel je tedy pro oba stejny (protoze soucet uhlt v trojahelniku je vzdy 180 stupn(). Intuitivné Ize tusit, Ze vétsi trojuhelnik je jen zvétsenou
verzi toho mensiho, a tedy ze rozméry (délky stran) vétsiho trojihelnika mizeme ziskat z rozmért mensiho trojihelnika tim, ze je vSechny
vynasobime néjakym cislem (v tomto ptipadé, kdy trojuhelnik zvétsujeme, to bude Cislo vétsi nez 1). A nejen ze to lze tusit — ono to
skutecné plati a takové trojuhelniky se v matematice nazyvaji trojuhelniky podobné. Pokud si chce$ precist, jakym zplsobem Ize dokazat,
ze pro podobné trojuhelniky skutecné plati, ze vzajemny pomér délek odpovidajicich si stran je vzdy néjaka konstanta k, podivej se na
text kurzivou nize. Pro ted budeme povazovat podobnost trojihelnik(i za hotovou véc a fesit nasi tlohu dale.

(p-1)b

6m
6m
6m

m

| m (k-1)a a

() (b) () (d)

Obrazek 2

Oznacme si hledanou vysku jako x, vzdalenost styku zebiik(i od 10metrové stény jako | a zbytek délky dna jako m (viz obrazek 2c).
Z podobnosti trojuhelnika plati:

I+ m 10

T _ 10 ]
T = Q)
I+ m

I

(Prvni rovnici jsme ziskali diky podobnosti trojihelnikii vyznaéenych na obrazku 2a, druhou diky podobnosti trojihelnikil vyznacenych
na obrazku 2b.)

Osamostatnime v rovnicich x a mame:

__ 10m
X = Tm
_ 6l
X = *m
neboli
10m 6l

I+ m I+ m
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Odtud uz snadno ziskame 10m = 61, nebolim = %I = %I. Z toho plyne, ze celkova délka dna jamy je
3 8
I+m=I1+=1=-I
5 5

a tedy po dosazeni do rovnice 1:

8
sh_10
3
2l X
8 10
3 x
odkud uz jednoduse ur¢ime x jako
30
x=— =375
8

Je zajimavé, Ze nas vysledek nijak nezavisi na konkrétnich | a m, a tedy ani nijak nezavisi na rozméru dna jamy. Jediné, co zlistane neménné,
je to, ze misto, kde se zebiiky setkaji, rozdéli dno jamy v poméru 5 : 3 (vétsi vzdalenost, tedy 5 dil(i, bude k 10metrové sténé, mensi
k 6metrové sténé). Vsimni si, Ze tento pomeér je stejny jako pomér vysek stén jamy.

Mzeme tedy ucinit zavér, ze prichod jamou Ivovou bezpecény neni, protoze vyskocit nad 3,75 metru je pro Iva snadna zalezitost.

To ovéem neni jediné mozné fedeni. Reeni zcela bez pouziti podobnosti trojuhelnikd, Pythagorovy véty a jinych vlastnosti pravothlych
trojuhelnikd navrhl Adam Pavelka: Zebtiky si vyjadiil pomoci linernich funkci jako y = —15—0 ‘Xxay = g - X (s je Sitka jamy), a poté nalezl
prisecik téchto funkci. Tim ziskal bod x — vodorovnou vzdalenost mista, kde se funkce (Zebfiky) protnou, od stén jamy, z niz uz snadno
vypodital vysku y, v niz k protnuti dojde.

Zcela jednoduché feseni pak vymysleli Tereza Maskova, Matyas Matéjka, Martina Sal¢akova a Mirka Skoupa. Vsimli si totiz toho, Ze kdyby
obé strany jamy byly vysoké 10 m, pak by zebfiky tvorily Ghlopticky pomysiného obdélnika, a protoze thlopticky obdélnika se protinaji
v poloving, setkaly by se Zebiiky ve vySce 5 m, tedy pfesné na hranici, kam lev dokaze vyskocit. Jedna sténa jamy je ale nizsi, méfi pouhych
6 m, a tak je ziejmé, ze zebiiky se protnou ve vySce mensi nez 5 m. Protoze zadani Ulohy po nas nechtélo spocitat konkrétni vysku, ale
jenom rozhodnout, zda je prechod bezpecny, ¢i ne, mlizeme z toho jednoduse vyvodit, ze prechod po zebficich bezpecny neni.

Odvozeni podobnosti trojuhelnik:

Na uvod zopakujme, co chceme dokdzat: Maji-li dva trojuhelniky stejné viechny tri uhly, pak pomér délek odpovidajicich si stran je vidy k
(jinymi slovy, strany jednoho trojuhelniku jsou k-krdt delsi nez strany druhého trojuhelniku.)

Predpoklddejme, ze Cerveny trojuhelnik na obrdzku 2a ziskdme z modrého carkovaného tak, Ze délku vodorovné odvésny a vyndsobime
Cislem k a délku svislé odvésny b Cislem p. Odvésny Cerveného trojihelniku tak maji délky k - a a p - b. Potom rozdélime velky trojuhelnik na
dva mensi trojuhelniky a obdélnik (viz obrazek 2d). Soucet obsahti téchto tFi tvart musi dat obsah velkého trojuhelniku a my tak dostaneme
vztah:

(k=1)-a)-((p=1)-b)

2

“k‘”""b*%:w

Celou rovnici vyndsobime 2:
(k—1)-(p—1)-a-b+2-(k—1)-a-b+a-b=k-p-a-b
a na levé strané vytkneme a - b:
a-b-((k=1)-(p—1)+2-(k=1)+1)=a-b-k-p

Nyni miizeme celou rovnici vydélit vyrazem a - b (rozmyslime si predtim, ze vzhledem k tomu, Ze se jedna o délky stran trojuhelniku, tento
vyraz urcité neni 0):
k—1)-(p=1)+2-(k—1)+1=k-p

rozndsobime levou stranu:
kep—p—k+1+2k—2+1=k-p
a poscitame vsechno, co poscitat jde:
k—p=0

Musi tedy platit p = k a délky odvésen vétsiho trojuhelniku jsme ziskali vyndsobenim délek odvésen mensiho trojuhelniku tim samym cCislem
p = k. Ze i prepona je piendsobena timto Cislem je u? ziejmé z Pythagorovy véty.



Se Reseni 1. kola

JAMA LVOVA ? X, roénik

Uloha 5B Tabulka

Oldovi nezbyva jina moznost, nez se pokusit si co nejsystematictéji prochazet mozné cesty k cili, dokud nenarazi na tu spravnou. Mize
mu napiiklad pomoci, pokud se podiva, ze kterych policek je mozné dostat se primo do cile a jejichz navstévu je tedy dobré nechat si na
pozdéji. Prabézné také musi hlidat, jestli ze vSech zbyvajicich poli¢ek stale mze odplout a jestli se na né da naopak z jiného policka
dostat. Takto by se mél postupné dobrat k jedné z moznych cest, napfiklad obrazek 3 nize (¢isla v pravém hornim rohu poli¢ek znadi,
v jakém pofradi je Olda navstivi).

3 11
1 5 3
4 13
4 2 4
2 6 10 8
2 4 3 3
1 5 9
2 2 2

Obrazek 3
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