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Kategorie mladsi

Uloha 1A Krabi¢ka Klarka

Chudefe Klarce nelze poradit nic jiného, nez at dilky zkousi ptevracet, otacet a skladat k sobé tak dlouho, nez se ji povede postavit
ptvodni stromecek. Je pfi tom dobré zadit od dilkd, jejichz tvar hodné napovida o jejich umisténi (napt. velky svétle riizovy), a k nim
poté skladat dilky zbylé.

Vysledny stromecek by mél vypadat takto (samoziejmé mze byt zrcadlové prevraceny):

Obrazek 1

Uloha 2A Kulhavy hyperkai

Hyperkoni stadi k pfejiti Sachovnice 6 skokd, jak je vidét na obrazku. Existuje vic cest stejné délky, ale zadna urcité nemuze byt kratsi:
Pocet skok totiz musi byt sudy kvuli jamam kolem cile a 4 skoky nam nestadi.

Obrazek 2

Uloha 3A Kalamita
Pied tim, nez zaéne s prohrnovanim, by si Bortivka méla uvédomit nékolik poznatkd, které ji jeji praci rozhodné uleh¢i:

« Je jedno, u kterého brlohu s prohrnovanim zaéneme. Propojit je prohrnutymi cestickami stejné musime vSechny a ptesuny po
jiz prohrnutych cesti¢ckach nam zadani dovoluje zanedbat.



R‘&%‘ Reseni 2. kola

JAMA LVOVA % S oot

/X

« Nema cenu vytvaiet prohrnuté ,kruznice”. Jinymi slovy, pokud se z brlohu A uz Ize po prohrnutych cesti¢kach néjak dostat
zkratime cestu pro pripad, ze by se chtéli vzajemné navstivit, sobé tim ale praci jenom pridame.

« Vidy se nam vyplati prohrnout nejkratsi z dosud neprohrnutych cesticek, s vyjimkou téch, jejichz prohrnuti by vytvorilo ,kruz-
nici“ (viz predchozi bod). Jinymi slovy, nema cenu chodit oklikou.

Jak tedy bude Bortivka postupovat? Na zacatku najde nejkratsi ze viech cestic¢ek — je to cesticka vlevo nahofe, jejiz prohrnuti ji bude trvat
jednu minutu. Druha nejkratsi je cesti¢ka ,délky” dvé minuty, nasleduje ¢tyrminutova a pétiminutova. Prohrnuté jsou nyni tyto cesti¢ky:
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Obrazek 3

Nejkratsi neprohrnuta cesti¢cka ma nyni délku 8, vSimneme si ale, ze jejim prohrnutim bychom vytvofili kruznici, a proto postoupime
k dalsi v pofadi, 10. Dale pfidame 12 a 13, a to uz nam zbyva pfipojit jenom posledni brloh, ten nahote uprostied. Z cesticek, které k nému
vedou, tedy vybereme tu nejkratsi, délky 25.
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Obrazek 4

Borlivka tedy prohrnovanim stravi celkem 1+ 2 + 4 + 5 4 10 4+ 12 + 13 + 25 = 72 minut.

Pozn.: Stejné dobre by fungoval také postup, v némz by Bortivka s prohrnovdnim zacala v libovolném vrcholu, a poté si vzdy vybrala takovou
cesticku, jejiz prohrnuti ji zabere co nejméné Casu a kterd propojuje néjaky jiz dostupny brloh s néjakym novym. Pokud bychom tedy zacali
napr. v brlohu zcela vlevo, byl by postup nasledujici: 1, 13, 2, 4, 5, 10, 12, 25. Viysledek bude stejny, jen se Bortivka asi méné nachodi ®

Uloha 4A Oiechové hody

Nez se Verca vyda na cestu, musi si vie dlikladné propoditat. Nejprve zjisti, kolik grami od kazdého druhu oriSki potfebuje donést.
Béda nechce zadné kesu ofisky a vlasak( chce dvakrat vice nez burakd. Jeho 30 gramil tak Verca rozpocita na 3 dily, z nichz 2 budou
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vlasaky (téch chce Béda tedy 20 gramt) a 1 dil buraky (10 gram1). To samé udéla u plcha, nicméné ten bude potrebovat dil&t dokonce
6 (to aby se Verce dobfe pocitalo — dva z nich budou buraky, jeden vlasské ofisky a posledni tfi kesu). Kesu tedy potrebuje 15 gramd,
buraki 20 gram( a vlasakd 25 gramdl. Pro sebe pak chce od kazdého druhu 10 gram (tak dostane svoji hezky vyvazenou, rovnomérné
rozdélenou smés). Celkem tedy Verca chce 25 graml kesu, 30 gram(i burak(i a 35 graml vlasak.

Zbyva naplanovat, jak takova mnozstvi ofisku ziska. Protoze Verca najednou unese 5 gram( a ofisky jednoho druhu vzdy tvoii polovinu
tohoto mnozstvi, pfinese si pii kazdé vypraveé 2,5 gramu jednoho druhu ofiskd a 2,5 gramu druhého druhu. Pro 25 gram( kesu tak bude
muset ujit 10 cest, pro 30 gram( buraki 12 cest a pro 35 gramu vlasakil 14 cest (protoze ale zaroven pfinese i jednu davku ofiskd jiného
druhu, bude skute¢ny pocet vykonanych vyprav polovi¢ni). Pokud si nyni oznaci pocet vyprav k houstinam jako H, k potoku jako P
a k mytiné jako M, musi platit nasledujici:

10=M+H
2=M+P
14=P+H

Vzhledem k tomu, Ze veverka asi na takové pocitani neni moc zvykla, ukazeme ji postup pro feseni takovychto rovnic, ktery ji neda
takovou praci jako pokouset se jen tak odhadnout vysledek.

Nejprve si z prvni rovnice vyjadiime hodnotu M jako 10 — H. To samé udélame ve treti rovnici pro P, tedy P = 14 — H.Pro M a P jsme
tak ziskali vyrazy, které je mohou v druhé rovnici zastoupit — pokud to udélame (tedy je dosadime), ziskame 12 = 10 — H 4 14 — H.

Kdyz nyni na pravé strané secteme Cisla 10 a 14 a obé pismenka H, dostaneme 12 = 24 — 2 - H, a po prevedeni vyrazu 2H nalevo a cisla
12 napravo ziskame 2 - H = 12. Nyni uz je jednoduché zjistit, ze H bude 6. A toto H uz ted'jen dosadime do predpisti, které mame pro M
aP,tedyM=10—H=4aP=14—H=38.

Veverka se tak musi vypravit ¢tyfikrat na mytinu, Sestkrat do houstin a osmkrat k potoku, ¢imz ziska spravné mnozstvi véech druht
ofiskd a ona i jeji pratelé budou spokojeni.

Uloha 5A Vojaci v zelvé

Nejprve spocitame pocet vojakl v jednotlivych castech téla zelvy.

Hlava: Ze zadéni jsme zjistili, ze hlava se sklada ze 4 tad. Jestlize v 1. a 4. fadé jsou 2 vojaci a v 2. a 3. ma byt o jednoho vice, bude v hlavé
celkem
2 + 34342 = 10 vojakd.

Trup: Zde mame 20 fad. V prvni a posledni fadé je 25 vojakd, v dalsich fadach pfibyvaji 3 vojaci, pficemz v prostiedni ¢asti — v desaté
ajedenacté fadé — je vojaku stejné. Trup je tedy osové soumeérny, a tak staci vypoditat pouze prvnich 10 fad a nasledné vynasobit dvéma

(25 + 28 + 31+ 34+ 37 + 40 + 43 + 46 + 49 + 52) - 2 = 770 vojaka.

Koncetiny a ocas: Zde jsou pocty jednoduché, vSechny koncetiny a ocas tvofi 3 vojaci, takze celkem potrebujeme 15 vojaka.

Pro jednu formaci potrebujeme 10 + 770 + 15 4 1 = 796 vojaku (vcetné velitele). Celkem tedy 796 - 3 = 2388 vojaka.
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Uloha 1B Parniky

Parniky bud' miizeme spojit vzdy po ¢tyfech do jednoho kompaktniho ¢tverce (viz obrazek 5), nebo je Ize stfidavé skladat k okraji komi-
nem a zakladnou a doprostred vlozit jeden ¢tyiparnikovy Ctverec, popfipadé jakakoliv kombinace predeslych postupt, jejimz vysledkem
je kompaktni ¢tverec 8 x 8.
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Obrazek 5

Uloha 2B Kulhavy hyperkin

Jak je vidét na obrazku, nejkratsi cesta ma 8 skokd. Vzhledem k omezenym moznostem skoku hyperkoné jsou dalsi cesty velmi podobné.
Z4dna z nich ale neni kratsi.

Obrazek 6

Uloha3B  Marticové pocty 2

V pripadé, kdy se nas zadani Ulohy pta, zda existuje néjaky objekt majici dané vlastnosti (v nasem pfipadé zda existuji dvé martice M,
N takové, ze M - N = N - M), mame pouze dvé moznosti: Bud' néjaky takovy objekt nalezneme, nebo dokazeme, ze existovat nemuze.
Idedlni samoziejmé je zvolit tu moznost, ktera je pravdiva. ©

Nyni jiz k samotné tloze: Zadani nam dava naprostou volnost v tom, jak budou martice M, N vypadat, dokonce ani nefika, ze musi byt
razné — k vyreseni tlohy tedy vlastné sta¢i udélat maly podvod a fici, ze vyraz M - N = N - M plati pro viechny martice M, N takové,
ze M = N. Podobny ,podvod” mlzeme udélat i jinym zplisobem: Pokud si poradné prec¢teme zadani Glohy 4A z pfedchoziho kola,
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zjistime, ze martice mohou byt libovolné velké — mohou tedy klidné mit i rozméry 1 x 1! Takova martice o rozmérech 1 X 1 je vlastné
dodista obycejné ¢islo, a pro Cisla je nasobeni samoziejmé komutativni. Stadi tedy za M, N zvolit libovolna dvé ¢isla (pFirozena, cel,
realna). Mohli bychom také za M nebo N zvolit martici vyplnénou samymi 0, ta nam po vynasobeni s libovolnou jinou martici vhodnych
rozmeért (v libovolném potadi) opét da nulovou martici. A jesté jeden ,podvod” - ti, ktefi vyresili Ulohu 4A z predchoziho kola nebo
si precetli vzorové feseni, uz uréité védi, ze pro marticovou jednic¢ku J platiM - ) = J - M = M pro kazdou martici M. Stadi tedy zvolit
N = Ja M libovolné (obé martice samozfejmé musi mit vhodné rozméry), a rovnost M - N = N - M bude opét platit.

Ly

Dost uz bylo podvodu (i kdyz k plnému bodovému zisku vedly také), zkusme najit néjaké ,opravdové” feseni. Pracovat budeme tfeba
s marticemi o rozmérech 2 X 2 — samozfejmé bychom si mohli zvolit i jiné (vétsi) rozméry, ale jenom bychom si tim ptidélavali praci.

b
Martice M je potom ve tvaru i‘—, N ve tvaru i‘i
c|d glh

.Cislaa, b, ¢, d, e, f, g h nezname. Musi platit:

alb elf e ‘ f a ‘ b
cld glh —glh c|d’

Kdyz si oba souciny rozepiseme podle definice marticového nasobeni a uvédomime si, ze vysledna martice je v obou pfipadech stejna,
ziskame rovnice:

Q

-e+b-g=a-e+c-f
-f+b-h=b-e+d-f
ccetd-g=a-g+c-h
c-f+d-h=b-g+d-h

Q

Prvni a ¢tvrta rovnice nam vlastné fikaji jenom to, Ze ¢ - f = b - g, druhou a tieti mdzeme upravit na:

a-f—d-f=b-e—b-h
cce—c-h=a-g—d-g

Z &ehoz po vytknuti f (resp. b, ¢ a g) ziskame:

Obé vysledné rovnice mlzeme secist a dostaneme:
(@a—d)-(f-g)=(e—h)-(b—¢)

S tim uz toho moc nenadélame, mdzeme uz ale zkusit najit néjaka cisla, ktera tuto rovnici a rovnici ¢ - f = b - g (tu jsme ziskali hned na
zacatku) splnuji. Zkusme dosadit ttebaa = f =2ad =g=1:

2-.c=1-b
2-1-2-1)=1=(e—h)-(b—2¢)
Nejjednodussim feSenim prvni rovnice je ¢ = 1, b = 2, zkusime dosadit do druhé rovnice:

1=(e—h)-2—1)=e—h

Zbyva nam tedy za e a h dosadit libovolna dvé disla lisici se o jednicku. Kdybychom dosadili ovéfené 1a 2, tedy e = 2, h = 1, zjistili
bychom, Ze obé martice M a N jsou nyni stejné, zvolime tedy néjaka jina ¢isla, tfeba e = 3 a h = 2. Martice nyni vypadaji nasledovné:
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Ovérime jesté vynasobenim, ze skute¢né platiM - N = N - M:

M.oN_ 23+2-1[2-2+2-2 8|8
TO1-341-1(1-241-2 4|4
NoM_ 32+2:1[3-242-1 88
1-242-1[1-242-1 4|4

Ano, existuji dvé martice M, N, pro které platiM - N = N - M, a je jich dokonce spousta.

Uloha 4B Vanoce z ementalu

Aby Hanka vypocitala hmotnost vlocek, potfebuje nejprve znat jejich objem. Objem jedné vlocky Ize vypocitat jako soucin ,plochy”
vlo¢ky (tedy obsah dérovaného ¢tverce na obrazku v zadani; budeme ho pro jednoduchost nazyvat ementaloid) a jeji tloustky, kterou
zname ze zadani. Staci tedy urcit plochu naseho ementaloidu a budeme téméf hotovi.

Plochu ementaloidu miizeme vypocitat riznymi zpusoby, jednim z nejjednodussich ale je vzpomenout si na to, jakym zplisobem o Vano-
cich vyrabime z papiru vystiihované papirové vlocky: Ctverec papiru prelozime naznacenym zptisobem (obr. 7a) na osminy, vystiihame
pozadovany vzor a po rozlozeni nam vznikne krasna vlocka. A jeji plocha? To je pfece osmkrat plocha poprekladaného a vystiihaného
papiru. Ted uz si staci jen vSimnout, ze Hanéiny vlocky mohly vzniknout ptesné stejnym zplsobem - jedna osmina vzoru vypada jako na
obrazku 7b.

6/2

Obrazek 7

Stadi tedy urit plochu trojihelniku (bez dér) na obrazku a po vynasobeni osmi budeme znat plochu celého ementaloidu.

. . ’ v Vil s s v vy . b v vs v 10-10
Celkova plocha trojthelniku (pted vystfihanim, resp. vytvofenim dér) je %2, v naSem pfipadé tedy =~

urcit obsah jednotlivych dér.

= 50 cm?. Nyni potfebujeme

Zacneme u trojihelniku nahofe (u stiedu vlocky). Jeho svisla strana méFi 3 cm, vyska na tuto stranu 1 cm (oba dva rozméry snadno
vyéteme z obrazku v zadani), jeho obsah je tedy % =15cm?

Nyni se podivame na dvé kruhové usece vpravo, u Sikmé strany trojahelnika. Neni tézké si vSimnout, Ze tyto dvé Usece dohromady tvori
cely kruh o poloméru 2 cm, jejich obsah tedy dohromady bude r> = 1 - 22 &~ 12,6 cm?.

S kruhovymi Usecemi u levé svislé strany trojuhelnika je to to samé v bledé modrém, jen polomér vysledného kruhu je tentokrat 1 cm.
Celkovy obsah obou Use¢i tak bude - 12 = 3,1cm?.

Zbyva nam uz jen polovina kruhu u dolni strany trojdhelnika. Jeho polomér je 2 cm, jeho obsah tedy bude Jnr> = 1m - 2> ~ 6,3 cm?.

Zbyva vsechny hodnoty odecist od celkové plochy trojahelnika:

50 — 1,5 — 12,6 — 3,1 — 6,3 = 26,5cm?
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a vysledek vynasobit osmi:
2658 =212cm’.

Celkova plocha jednoho ementaloidu je tedy pfiblizné 212 cm?.

Jaky bude celkovy objem vsech vlocek? Pokud jich na sebe naskladame 50, ziskame ,hranol” o vysce 50 - 2 mm = 10 cm s podstavou ve
tvaru ementaloidu. Plochu podstavy uz jsme si vypoditali, celkovy objem viech vlocek je tedy 212 - 10 = 2120 cm3.

Jeden cm? syra vazi 1 gram, takze my3ka by si v obchodé méla porucit pfiblizné 2120 g syrovych ozdob.
(Protoze mysky maiji ale, jak zndmo, syr (stejné jako piskotky a jiné dobrtitky) moc rady, méla by si moznd Hanka koupit ozdob radéji o néco

vice, aby si je do Vdnoc vsechny nesnédla. ©®)

Uloha 5B Rovnoramenné vahy

Abychom odbhalili bonbén bez naplné, zkusime si viech 9 dodekahedron rozdélit do stejnych skupin. Ponévadz 9 rozlozime jako 32,
rozdélime si je na 3 skupiny po 3 bonbdnech.

Vrhneme se tedy do vazeni. Na jednu misku ddme jednu skupinu 3 bonbéni, na druhou dalsi skupinu o stejném poctu bonbéndi. V tomto
momentu mohou nastat 2 situace:

1. Ramena vahy jsou v rovnovaze

Véaha mze byt v rovnovaze pouze v ptipadé, ze mezi bonbény se neobjevuje bonbén bez naplné. Proto bonbdny na vaze miizeme
vratit zpatky do krabicky a nasledné si otestujeme na misky jeden a jeden bonbdn ze zbylé trojice, mezi kterymi je urcité jeden
»parazit”. Opét mohou nastat dvé situace.

(a) Ramena vahy jsou v rovnovaze

Vybrali jsme si dvojici, ve které neni bonboén bez naplné. Bonbdn, ktery jsme nevazili, neobsahuje napln.
(b) Ramena vahy jsou vychylena

V tomto pfipadé je bonbén bez naplné ten lehdi.

2. Ramena vahy jsou vychylena
V tomto pfipadé vezmeme trojici, ktera je lehci a provedeme na ni stejny postup, jako v prvnim bodé.

(a) Ramena vahy jsou v rovnovaze

Vybrali jsme si dvojici, ve které neni bonbén bez naplné. Bonbon, ktery jsme nevazili, neobsahuje napln.
(b) Ramena vahy jsou vychylena

V tomto pfipadé je bonbdn bez naplné ten lehdi.

Zaveér tedy zni, ze na odhaleni vadného bonbonu nam staci 2 vazeni.
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