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Uloha 1A Rostuv koralkovy problém

Na prvni tah moc moznosti nemame. Pokud bychom zacali prvnim nebo druhym pfipadem, hned by nam poradi barev v druhé fadé
nesedélo, tudiz za¢neme tieti moznosti (viz obrazek 1a).

Ted, abychom méli obé fady stejné, musime zahrat takovy tah, aby po¢ita¢ pridal jako prvni modry koralek. To udéla jen u druhého
ptipadu a koralky nyni budou vypadat jako na obrazku 1b.

Ted' mame ovsem dvé moznosti, protoze pocita¢ musi zahrat jako prvni ¢ervenou. Bud tedy zahrajeme tah 1, nebo tah 3. Pokud ovéem
zahrajeme tah 1, v dalSich dvou kolech uz nebudeme schopni hrat tak, abychom vyhrali. (Nejprve bychom museli zahrat tak, abychom
jako prvni pridali modry koralek. To miizeme v pfipadé 1 a 2. V piipadé 2 bychom ale hned prohrali a v piipadé 1 bychom neméli co
zahrat v nasledujicim kole.) Musime tedy zahrat jako v pfipadé 3.

Nyni uz je vidét, ze pokud zahrajeme jako v piipadé jedna, vyhrajeme. Vysledny fetizek bude vypadat jako na obrazku 1c.

Nase tahy tedy byly 3,2, 3, 1.
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Obrazek 1: Tahy Rosti a pocitace

Uloha 2A Sifra stira Stefana
Tuto Ulohu mizeme fesit bud vypoctem, nebo graficky.

Stefan si nejdiive musi uvédomit, kam se ktera policka pfi otaceni presouvaji. Poli¢ka se budou posouvat jakoby po kruznici se stredem
uprostied tabulky. Ma tedy tfi vrstvy. Nase feseni:

1. Vypocet
Tabulku oto¢ime celkem ¢tyfikrat, Ize si tedy dopocitat kolik poli¢ek budeme muset v kazdé vrstvé vystfihnout. V prvni, vnéjsi
vrstvé mame 16 polic¢ek (znacena zelené), tabulka se otoci Ctyrikrat, tudiz pocet vystiizenych poli¢ek v této vrstvé bude 16 -4 = 4
poli¢ka. Pro stfedni vrstvu jsou to policka dvé a pro posledni jedno poli¢ko (stadila by ¢tvrtina, ale Stefan vysttihuje policka celd).
Potrebujeme tedy vystiihnout 4 + 2 + 1 = 7 policek celkem.

2. Graficky
Za¢néme od stfedu. Pokud tabulku otoc¢ime o devadesat stupna tak se nam cervené policko uprostied, oznacené ¢islem 7, nepo-
hne, a tudiz ho, aby bylo na konci vybarvené, musime vystfihnout. Pokra¢ujme dale na Zlutou vrstvu. Pokud vystfihneme policko
oznacené Cislem 5, budou po poslednim otoceni vybarvena viechna Ctyfi poli¢ka tvorici stfedy stran zlutého Etverce. Porad nam
ale zbydou rohy. Nastésti ale staci vystiihnout jenom jeden z roht, oznaceny cislem 6, a mame celou Zlutou vrstvu hotovou. Mu-
Zeme tedy pokracovat na vrstvu zelenou. Zase za¢neme vysttizenim stfedu strany (¢islo 2). Tim budeme mit vybarvené viechny
stiedy stran zeleného ¢tverce. Vystiihneme-li i jeden roh (islo 4), vybarvime i rohy. Nyni ale musime vystfihnout jesté dvé policka,
kazdé na jedné strané od stfedového (isla 1 a 3). Tim mame po otaceni vybarvena veskera poli¢ka a vystiihli jsme jich jen 7.
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(a) Jednotlivé vrstvy (b) Kone¢né reseni

Obrazek 2

Uloha 3A Sachova akrobacie

Neni divu, Ze z triku, ktery jezdci predvadéji, je celé kralovstvi u vytrzeni. Vzdyt $achovnice je tak mali¢ka, ze pokud se jezdci nechtéji
poslapat, témér nemaji kam skocit! Konkrétné z vychoziho postaveni mize kazdy jezdec skocit jen na dvé riizna policka (viz obrazek 3a,
kde jsou tyto dvé moznosti ukazany pro ¢erného jezdce v pravém hornim rohu). V dalsim skoku se pak z téchto dvou poli¢ek miize jezdec
presunout bud’ na policko, kde ptivodné stal (coz by jisté bylo divacky efektni, z hlediska dosazeni cile oviem zcela neefektivni), anebo
na jedno jiné rohové poli¢ko (samoziejmé za predpokladu, Ze toto poli¢ko bude volné; viz obrazek 3b). VSimni si, Ze at uz se nas ¢erny
jezdec rozhodl v prvnim skoku jakkoliv, svym druhym skokem se ptesune na rohové policko, které se nachazi na stejné strané sachovnice,
jako jeho plivodni stanovisté (jinymi slovy, jezdec se nepfesune do rohového poli¢ka napfic). To nas vede k myslence, ze bychom mohli
jezdce nejprve ,pootodit” o 90 stupnt (viz obrazek 3c), a potom celou proceduru zopakovat, ¢imz dosdhneme kyzeného vysledku.

Neni uz tézké si rozmyslet, jak takové pootoceni provést. Kazdy jezdec nejprve skoci na jedno policko nachazejici se uprostied stran
(kazdy pochopitelné na jiné, napt. podle obrazku 3d). Tim se uvolni vSechna rohova poli¢ka a jezdci se mohou vyse popsanym zpuso-
bem pfesunout na jiné rohové policko, nez obyvali predtim (viz obrazek 3e). Nyni staci celou proceduru zopakovat jesté jednou a uzit
si bouflivy potlesk nad$eného publika.

Obrazek 3

Uloha 4A Zlata rybka

Kdy?z si aktudlni den v tydnu oznaéime jako n, miizeme si soudin dn, jeZ jsou od sebe vzdaleny 7 dn(i, zapsat jako(n — 7) - n - (n + 7).
Aby byl tento vyraz délitelny 6, musi byt délitelny zaroven 2 a 3. Proto si tuto délitelnost otestujeme.

Za¢neme dvojkou:
Aby byl vyraz délitelny 2, musi byt alespon jeden ze soucinitel(i beze zbytku délitelny 2.
Mohou nastat dva riizné pripady:

1. njesudé:
(a) Sudé n je délitelné 2, v tomto piipadé jsme tedy hotovi.
2. njeliché:
(a) Zapiseme si jej jako 2k + 1 (kde k je vysledek celociselného déleni ¢isla n cislem 2).
(b) Dosadime do vyrazu a ziskame (2k — 6) - (2k + 1) - (2k + 8).
(c) Aby byl vyraz délitelny 2, musi byt alespon jeden soucinitel délitelny beze zbytku 2, co? zde spliiuje (2k — 6) a (2k + 8).
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A co délitelnost tiemi?
Podobné jako v predchozim pfipadé je vyraz délitelny 3 pravé tehdy, kdyz alespon jeden ze soucinitel(i je délitelny tiemi.
Nyni mohou nastat 3 rozdilné piipady:

1. n je délitelné tremi:

(a) Pokud je n délitené tiemi, cely vyraz je také délitelny tfemi a jsme hotovi.
2. n dava po déleni 3 zbytek 1:

(a) Zapiseme sin jako 3k + 1.

(b) Dosadime: (3k —6) - (3k + 1) - (3k + 8).

(c) Clen (3k — 6) je délitelny tremi.
3. ndava po déleni 3 zbytek 2:

(a) Zapiseme jako 3k + 2.

(b) Dosadime: (3k —5) - (3k +2) - (3k +9).

(c) Clen (3k — 9) je délitelny tremi.

At uz je tedy datum jakékoliv, vzdy plati, ze kdyz pre¢teme z ryb¢iho kalendafe cislo dne nad nim a ¢islo dne pod nim (datum pred
tydnem a za tyden), bude alespon jedno z téchto tfi Cisel délitelné 2 a alespon jedno z nich délitelné 3. Jejich soucin tedy bude vzdy
délitelny 6, coz Klaudii jisté udéla velkou radost.

Uloha 5A Domecek pro mouchu

Nejdfive je nutné si spocitat, jaky objem domecek vlastné ma. Rozdélime si ho na jednotliva patra, aby se nam |épe pocitalo.

Vime, ze prvni patro ma pudorys tvaru ¢tverce o hrané 5 dm. Takze mlzeme lehce pomoci vzorecku S = a - a dopoditat jeho obsah.
Ten je 25 dm?2. Objem dopoditame tak, Ze obsah vynasobime tfetim rozmérem nasi krychle, co? je 1dm. Objem prvniho patra tedy ¢&ini
25dm’.

Takto budeme pokracovat i u zbylych pater. Druhé ma objem 9 dm? a tfeti 1 dm>. Dohromady ma domecek objem 35 dm?.

Jestlize mame 5 much a kazda moucha spotfebuje 0,5 dm? vzduchu za den, tak viechny mouchy spottebuji za jeden den dohromady
2,5dm? vzduchu.

Pokud tedy ma domecek objem 35 dm3 vzduchu, vydrZi v ném mouchy bez vétrani 35 + 2,5 = 14 dni.

Objem domecku bychom mohli urcit také tak, Ze spocitame, z kolika krychli je tvofeny. Je to 25 krychli v prvnim patte, 9 ve druhém a 1 ve
tietim, dohromady tedy 35. Zaddni pravi, Ze objem jedné krychle je 1 dm?, takZe objem domecku je 35 - 1dm3 = 35dm3.
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Uloha 1B Vynuluj tabulku!

Zamysleme se nejprve spolu se Sasou, jakym zptsobem je mozné néjaké poli¢ko vynulovat. Provedenim prvni operace (tedy vynasobe-
nim dvéma) se nam to povede jenom v pfipadé, ze uz v tomto policku ¢islo 0 bylo pfedtim. Tato operace nam tedy nepom(ize, a my vime,
ze poli¢ka budeme nulovat pomoci druhé operace, tedy od¢itani jednicky. To zarover znamena, ze se potiebujeme dostat do situace, kdy
mame ve viech poli¢kach daného sloupecku stejna ¢isla — potom uz miizeme jenom provést pfislusny pocet odecteni 1 a budeme mit
cely sloupecek vynulovany. Jakmile se to stane, budeme, co se tohoto konkrétniho sloupecku tyce, za vodou: nasobeni 2, které provadime
v fadcich, nam nulu nezkazi, a od¢itat od vynulovaného sloupecku 1 nema zadny vyznam, a proto to taky nebudeme délat.

Zaroven si vSimneme, ze v tabulce rozhodné nechceme dostat zaporna cisla — vynasobenim zaporného ¢isla 2 dostaneme opét ¢islo
zaporné, odectenim 1 rovnéz, coz znamena, ze jakmile se nam jednou v tabulce objevi zaporné ¢islo, nema uz cenu pokracovat, feseni
neexistuje.

Podivejme se nyni na nasi konkrétni tabulku. Na prvni pohled je vidét, ze vynasobime-li prvni a tieti fadek 2, budou vSechna poli¢ka
v prvnim a tietim sloupecku vyplnéna cislem 2 (viz obrazek 4a). Nyni mizeme od téchto dvou sloupeckd dvakrat odedist jednicku,
a hura, mame hned dva sloupecky vynulované (viz obrazek 4b). Co nyni provedeme s prostfednim sloupeckem? Nasobeni dvéma nam
nepomuze, protoze Cislo 4 neni nasobek 3, zatimco ¢islo 3 je, a at uz je tedy vynasobime libovolnym poctem dvojek, na stejné ¢islo se
nikdy nedostaneme (zkratka proto, ze jedno bude ur¢ité délitelné 3, zatimco to druhé ur¢ité ne). Nezbyva tedy nez odedist jednicku. Tim
se dostaneme do podobné situace (v prostiednim sloupecku mame ¢isla 2 a 3), takze odecteme jednicku je$té jednou (viz obrazek 4c).
Nyni uz je feSeni nasnadé. Prostredni fadek vynasobime dvéma, ve viech polickach prostfedniho sloupecku tedy mame dislo 2, dvakrat
odecteme jednicku, a jsme hotovi.

21412 0410 0[2|0
21312 01310 0 0
21412 0|40 0|121|0
() (b) (c)
Obrazek 4

Uloha 2B Strelba

vy

Ter¢ si mGzeme strednimi prickami rozdélit na Ctyfi stejné rovnostranné trojihelnicky, jez maji stranu dlouhou 5 cm (viz obrazek ??. Pro
kazdy z téchto trojuhelnicki plati, ze vzdalenost kazdych dvou bod(i v ném je nejvyse 5 cm. A jelikoz Tonda stfilel pétkrat a my mame
jenom Ctyii trojuhelnicky, urdité alespon dvé stfely musi byt v jednom trojihelnicky, a tudiz nemohou byt od sebe dale nez 5 cm.

Obrazek 5: Ter¢ rozdéleny strednimi pfickami
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Uloha 3B Stiikacky 2

Z minulého kola vime, Ze objem vélcového soudku ¢i stitkacky mzeme vypocitat vzorcem V = 1 - r? - h. Zndme vysku h, chybi ndm viak

hodnota poloméru r. Filip nastésti zméfil obvod a z ného miizeme chybéjici délku dopocitat. Pro obvod totiz plati vzoreco =2 - - r
az néj mizeme polomér vyjadrit jako r = ;2. Ten mizeme dosadit do vzorce pro vypocet objemu a ten nasledné upravit.

2 .
V:,,.(L) A A

A ted uz mlizeme postupovat stejné jako v minulém kole. Objem soudku vydélime objemem stfikacky, ¢imz zjistime, kolik strikacek by

bylo potieba na naplnéni sudu.
2
Vad 52 90%-12

328 2.
V, 2 32.8

= 1350

Toto Cislo podélime poctem stiikacek 1350 : 25 = 54, a ziskame vysledek. Felix a jeho sourozenci tedy budou muset ke studni 54krat.

Uloha se da Feit také tak, Ze nejdFive vypocitime poloméry a objemy a vysledna ¢isla podélime. Vyse uvedené fesent je viak presnéjs,
protoze u néj nic nezaokrouhlujeme.

Uloha 4B Nekoneéna tancovacka

Desky, z nichz jsou parkety slozeny, jsou viechny identické, takze nam pdjde jenom o jejich pocty. Ctverec (parket), jenz ma délku strany
a desek, musi byt slozen z a? desek — zvifatka tedy zacala s parketem o n? deskach, pfidala k nému x> desek (x musi byt pfirozené ¢islo)
z néjakého jiného parketu (¢tverce) a dostala parket s (n + 1) deskami. To mGzeme vyjadFit rovnici:

n”+x=(n+1)?

Zavorku na pravé strané mizeme roznasobit dle (a + b)? = a® + 2ab + b?, &imz dostaneme:

n4+x2=n>+2n+1

Namisto roznasobeni bychom si taky mohli pomoci predstavou, ze ke Ctverci o strané n desek pridame n desek podél jedné strany, dalSich
n podél druhé a jednu desku do rohu (dohromady tedy 2n + 1 desek), ¢imz dostaneme ¢tverec o strané n + 1 (viz obrazek 6).

n
A
r N
\
n’ >N
y

Obrézek 6: Znazornéni (n + 1)> =n* +2n+1pron =5

Tak & onak nyni mdzeme ¢élen n? z obou stran odedist, ¢imz dostaneme:

X =2n+1

Odtud se nabizi nékolik (vice ¢i méné naro¢nych) zplsob jak pokracovat:
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1. Rozklad
Na pravé strané osamostatnime n:
X —1=2n

Vyraz na levé strané nyni rozlozime na sou¢in dlea®> — b?> = (a + b) - (a — b):

x+1)-(x—1)=2n
Ted uvazujme: na pravé strané je sudé Cislo (pracujeme porad s prirozenymi Cisly, takze 2n je urcité délitelné dvéma), tudiz musi
i na levé strané byt sudé cislo (ponévadz se maji rovnat). Nyni si uvédomme, ze x + 1 je sudé tehdy a pouze tehdy, pokud je sudé

s ovr

x — 1 (protoze seli$i o (x + 1) — (x — 1) = 2, tedy sudé ¢islo). V matematice se pro ,sudost nebo lichost” pouziva termin parita

(zde bychom tedy mobhli prosté fici, ze x + 1a x — 1 maji stejnou paritu). Z toho ale plyne, Ze obé isla x + 1, x — 1 nemohou byt
lichd (pak by na levé strané bylo liché cislo), proc¢ez musi byt obé suda. Kdyz tedy vyjadiime

(x4+1)-(x—=1) x+1
2 T2

= (x—1),
plyne z toho, Ze n je soucin sudého ¢isla x — 1 a néjakého celého ¢isla % (kazdé sudé cislo je délitelné dvéma). Potom uz ale musi
n byt samo sudé, ¢imz je uloha vyresena.

2. Dosazeni
Na pravé strané mame liché ¢islo, proces je i vyraz na levé strané (x?) lichy. Potom i x musi byt liché (kdyby bylo sudé, tak by
x* byl nasobek sudého ¢isla a tedy sudé ¢islo). Potom tedy ale uréité existuje néjaké pfirozené ¢&islo y, které splfiuje x = 2y — 1
(v matematice se takovému nahrazenijedné neznamé ¢i proménné jinou fika substituce). To, ze takové y existuje, zjistime jednoduse
vyjadienimy = #, coz je diky lichosti x jisté celé a tedy i pfirozené ¢islo. Kdyz ale x = 2y — 1 dosadime do predchozi rovnosti,
dostaneme:

(2y—1)P2—1=2n

Kdyz ted na levé strané roznasobime zavorku dle (a — b)? = a* — 2ab + b?, mame:

()’ =2-2y-1+1—1=2n
22~y274y:2n
4y — 4y =2n

Kdyz nyni vydélime obé strany dvéma, mame:
n=2—2y=2-(y-1)

n je tedy dvojnasobek néjakého celociselného vyrazu, procez je sudé a jsme hotovi. Za povsimnuti stoji, Ze jsme vlastné dokazali
néco jesté lepsiho — jedno z &isel yay—1je urcité sudé, takze n musi byt dokonce nasobek Ctyi. Tohle jsme mohli zfit i v predchozim
dlkazu rozkladem, ale zde je to vidét mnohem lépe.
3. Kvadratické zbytky

Pokud Ti predchozi dvé slova vibec nic nefikaji, nedés se. V latinském slovniku bychom se mohli do¢ist, ze quadratus znamena
»Ctverec” — kdyz tedy v matematice oznacime néco za kvadratické, minime tim, Ze to néjak souvisi se Ctverci, potazmo s druhymi
mocninami (mozna vis, ze existuje kvadraticka rovnice, kvadraticka funkce atp.). Kvadratickymi zbytky tedy myslime ty zbytky,
které mohou po déleni néjakym cislem dat druhé mocniny celych cisel. Kupfikladu, zajimaji-li nas kvadratické zbytky po déleni
Ctyrkou, zjistime si, Ze to jsou:

0°=0— zb:0

12 =1—zb:1
22 =4 —zb:0
32 =9 zb:1

Druhé mocniny dalsich ¢isel uz ted nemusime kontrolovat, protoze kdyz dvé ¢isla davaji stejny zbytek, tak davaji stejny zbytek
i jejich druhé mocniny. Kvadratické zbytky se nam hodi, kdykoliv feSime rovnici s celymi ¢isly a vystupuji v ni druhé mocniny —
obzvlasté kdyz chceme dokazat, ze néco neni mozné: jsme-li kupiikladu z néjaké rovnice schopni ukazat, ze néjaka druha mocnina
dava néjaky chybny (,zakazany”) zbytek — po déleni ¢tyfmi tfeba 2 — tak uz si mizeme byt jisti, Ze tato rovnice vyfesit nepUjde.
Konkrétné kvadratické zbytky po déleni Ctyrkou lze vyuzit i zde: dejme tomu, Ze n je liché a nase rovnice

X =2m+1
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je pro néjaké x spInéna. Jelikoz n je liché, tak urcité existuje néjaké celé Cislo y, které spliuje n = 2y+-1 (takové y ziskame jednoduse
jakoy = % coz je diky lichosti n ur¢ité celé ¢islo). Kdyz tohle dosadime, dostaneme:

X¥=2-2y+1)+1=4y+2+1=4y+3

Z toho ale plyne, 7e x> dava po déleni ¢tyfmi zbytek 3. Trojka ale pfitom neni kvadraticky zbytek po déleni ¢tyfmi, takZe nase rovnice
urdité nema fedeni, v némsz by n bylo liché. (Pro poradek, kdyz totéz provedeme se sudym n, dostaneme, ze x> dava zbytek 1 - to
je v naprostém poradku a jenom nam to rika, ze x musi byt liché, coz jsme uz odvodili i v dikazu dosazenim.)

Uloha 5B Vazeni

Necht je m hmotnost bonbdnt, které Karla vlastni, v kilogramech. Ukazeme, ze uréité plati m < 3. Pfedstavme si néjaké rozdéleni
bonbdénl na dvé hromadky o hmotnostech (v kilogramech) x a y, pficemz musi platit x + y = m. Aby byly splnény podminky zadani,
musi alespon jedno z ¢isel x, y byt nejvyse 1 (jinak by obé hromadky byly téZ3i nez jeden kilogram) — necht je to y (24dna z hromadek
neni ni¢im zvlastnéjsi nez ta druhg, procez bychom jejich oznaceni mohli klidné prohodit). Pokud x < 2, potom plati

m=x+y<2+1=3,
coz presné chceme. Pokud plati x > 2, pfedstavme si, Zze budeme bonbdny z tézsi hromadky (o hmotnosti x) jeden po druhém v libo-
volném poradi odebirat a presouvat do leh¢i hromadky. Potom bude hmotnost této hromadky, z niz odebirame, v kilogramech drive ¢i
pozdéji mensi nebo rovna dvéma, ale stale vétsi nez jedna — odebiranim bonbdn( o hmotnosti nejvyse jeden kilogram nemuzeme inter-
val (1,2) ,preskocit”. V tomto stavu pak bude tato hromédka (jeji novou hmotnost oznaéme x’) stéle tou téZ3f (jinak by obé hromadky
musely mit hmotnost vétsi nez jeden kilogram, coz by odporovalo zadani) — leh¢i hromadka tedy bude mit stale hmotnost (ozna¢me ji
y') nejvyse jeden kilogram. Potom tedy ale bude platit

m=x+y <24+1=3,

tedy presné to, co jsme chtéli ukazat.

Ted uz sta¢i ukazat, ze m = 3 je skute¢né mozné. Této celkové hmotnosti Ize docilit napf. tehdy, bude-li Karla mit tfi bonbény kazdy
o hmotnosti pfesné jeden kilogram — pak v kazdém rozdéleni na dvé hromadky bude jedna z nich obsahovat nejvyse jeden bonbon,
a tedy mit hmotnost nejvyse jeden kilogram, ¢imz budou splnény podminky zadani.
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